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ESSAI SUR L'ÉTUDE DES FONCTIONS
DONNEES

PAR LEUR DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR.

INTRODUCTION.

Le développement de Taylor rend d'importants services aux ma-

thématiciens, en raison de sa grande généralité. Lui seul, eri effet,

permet de représenter une fonction analytique quelconque, à certains

cas singuliers près.

Depuis les travaux d'Abel et de Cauchy, on sait qu'à toute fonction

régulière dans un certain cercle correspond un développement de

Taylor, et réciproquement. C'est même ce développement que

M. Weierstrass, et, en France, M. Méray emploient pour définir la

fonction.

Un point a étant donné au hasard, on pourra, en général, former

une série ordonnée suivant les puissances entières et positives de a:—

a

et qui représentera notre fonction dans le voisinage du point a. Il

pourra y avoir exception pour certaines positions particulières du

point a. C'est à ces points particuliers que l'on donne le nom de

points singuliers.

On peut donc dire que se donner une fonction analytique non sin-

gulière au point a; = o, c'est se donner une suite de coefficients «,,

H. I
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<^2? • •? <^/nj " •> t^ls que la série ^^w*'"' "^^^ soit pas toujours diver-

gente. Cette série donnera la fonction dans l'intérieur de son cercle

de convergence, et d'ailleurs une fonction ainsi donnée est parfaite-

ment déterminée, si du moins, avec la valeur de la variable, on se

donne le chemin par lequel on y aboutit.

C'est, par exemple, sous cette forme que le théorème de Briot et

Bouquet fournit les intégrales d'un système d'équations différen-

tielles.

Mais, si ce mode de représentation est très utile pour démontrer

l'existence des intégrales, son emploi est très limité au point de A^ue de

l'étude de ces mêmes intégrales. Le développement de Taylor, en

effet, ne met pas en évidence les propriétés de la fonction représentée

et semble même les masquer complètement.

Cependant on connaît déjà des circonstances où ce développement

peut fournir de précieux renseignements difficiles à obtenir par d'au-

tres moyens. On sait, en effet, les remarquables propriétés arithmé-

tiques démontrées par Eisenstein et M. Tchebicheff sur les séries qui

représentent des fonctions algébriques ou exprimables par la combi-

naison de fonctions algébriques, logarithmiques et circulaires en

nombre fini.

J'ai étudié la question à un point de vue différent, celui qu'indique

la théorie générale des fonctions, et d'après lequel le premier problème

qui se pose est la recherche des points singuliers. Ce problème est

d'ailleurs intimement lié à celui de la continuation de la fonction en

dehors du cercle de convergence.

Le développement de Taylor ne définit une fonction qu'à l'intérieur

d'un certain cercle, à savoir le plus petit qui ait pour centre l'origine

et qui passe par un ou plusieurs points singuliers. Si a désigne l'affixe

d'un point situé sur le rayon qui va de l'origine à un de ces points sin-

guliers, en ordonnant notre série, non plus suivant les puissances de x,

mais suivant celles de x ~- a^ le cercle de convergence de cette nou«-

velle série sera compris entièrement dans l'ancien.

Il n'en sera pas de même si le rayon qui va de l'origine au pointx~a
coupe la circonférence primitive en un point ordinaire, et, dans ce cas,

la nouvelle série permettra de calculer la fonction pour des valeurs
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de a? qui rendaient l'ancienne divergente. Si l'on veut étudier le pro^

longemeut de la fonction en dehors du cercle de convergence, il est

donc important de déterminer les points critiques situés sur ce cercle.

C'est cette détermination qui fait le principal objet du présent travail.

Il existe, à cet égard, une Note de M. Lecornu, insérée aux Comptes

rendus de VAcadémie des Sciences (*). D'après M. Lecornu, l'affixe

du point singulier est la limite vers laquelle tend le rapport de deux

coefficients consécutifs, lorsqu'on s'éloigne de plus en plus dans la sé-

rie. Malheureusement la démonstration donnée par l'auteur est dé-

fectueuse, et nous verrons qu'il y a de grandes réserves à faire sur le

théorème lui-même.

Quant à la méthode qui m'a servi dans cette recherche, les prin-

cipes sur lesquels elle repose sont ceux qu'a employés M. Darboux

dans son Mémoire bien connu : Sur l*approximation des /onctions

de grands nombres (^), dans un but inverse, il est vrai. Partant de

certaines séries dont les points singuliers sont connus, M. Darboux en

tire des conclusions relatives aux coefficients de ces séries. Mais le

principe fondamental du Mémoire, énoncé par son auteur de la façon

suivante : « La recherche de la partie principale des coefficients de la

» série dépend de la manière dont la fonction devient infinie sur le

» cercle de convergence », est celui-là même qui peut servir à l'étude

des points singuliers.

J'ai divisé ce travail en trois Parties ;

Dans la première, après avoir introduit une notion préliminaire

indispensable pour la suite, je détermine d'une façon générale le rayon

de convergence. Les résultats obtenus conduisent immédiatement à

un critérium permettant de reconnaître dans certains cas la présence

d'un ou plusieurs points singuliers.

La deuxième Partie est consacrée à l'étude des discontinuités po-

laires. Lorsque la fonction n'a sur le cercle de convergence que de

telles discontinuités, on peut la prolonger analytiquement et la repré-

senter dans tout cercle où elle est méromorphe.

Dans la troisième Partie, je définis ce qu'on peut appeler l'o/'c^rç

(') Séance du 7 février 1887.

(') Journal de Liouville, 3^ série, t. IV
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d'une fonction sur son cercle de convergence et en un point de ce

cercle, et j'étudie les points singuliers en les classifiant d'après leur

ordre. Lorsque cet ordre reste fini, on peut, dans des cas assez éten-

dus, trouver les points singuliers, et, dans tous les cas, calculer la

fonction en tout point ordinaire du cercle de convergence (' ),

PREMIÈRE PARTIE.

1. Nous aurons à nous fonder, dans ce qui va suivre, sur quelques

principes simples relatifs aux suites infinies, et que je vais résumer

tout d'abord.

Soit la suite

\^) ^vis ^n ^2) '••') ^mi ••?

OÙ «0 5 "4 ) •• 1 ^m-i ' ' ' désignent des nombres réels, mais quelconques

d'ailleurs.

Il peut arriver, comme premier cas, que cette suite renferme des

termes supérieurs à tout nombre donné ; ou encore, que tous les termes

aillent en augmentant indéfiniment par valeurs négatives.

Ecartons pour le moment ces deux hypothèses. Nous voyons qu'il y
aura lieu de répartir les nombres réels, d'après leurs relations de

grandeur avec les quantités Uj^ d'indice très grand, en deux catégories.

Un nombre A sera mis dans la classe supérieure si, à partir d'un cer-

tain rang, tous les termes de la suite (i) sont plus petits que A; au

contraire, un nombre B appartiendra à la classe inférieure si notre

suite contient des termes de rang aussi éloigné qu'on veut, et qui sur-

passent B.

Si A est un nombre de la classe supérieure, il est clair que tous les

nombres supérieurs à A appartiennent à la même classe; pareillement,

si le nombre B fait partie de la classe inférieure, on peut en dire autant

de tous les nombres moindres que B.

(*) Plusieurs des résultats contenus dans le présent travail ont été communi-
qués à TÂcadémie des Sciences (séances du 23 janvier 1888 et du 8 avril 1889),
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Or c'est un fait bien connu que, dans ces conditions, il existe un

nombre l servant de séparation entre les deux classes, en sorte que la

première se compose des nombres plus grands que /; la seconde, des

nombres plus petits que / (' )• Pour déterminer ce nombre, on pourra,

par exemple, commencer par faire prendre à un entier la série des va-

leurs depuis — 00 jusqu'à -h oo. Il arrivera un moment où cet entier

variable passera de la classe inférieure dans la supérieure. Soient a^ et

a, -f- 1 les deux nombres entiers consécutifs qui appartiennent ainsi à

des catégories différentes. On divisera l'intervalle (a,,a, -h i) en /*

parties égales et Ton trouvera deux nouveaux nombres «2? «2 ^—

'

différant de - et dont l'un est un nombre B, l'autre un nombre A. On
n

partage l'intervalle compris entre ces deux nombres en n parties

égales ; et poursuivant ainsi indéfiniment, on formera une série d'in-

tervalles compris les uns dans les autres et de plus en plus petits.

D'après un théorème connu, les nombres obtenus par ce procédé sont

les valeurs approchées d'une même quantité, laquelle répond manifes-

tement à notre objet.

Cette quantité /, telle que, pour toute valeur positive de £, / -h e

appartienne à la classe supérieure et / — £ à la classe inférieure, sera

dite la limite supérieure de la suite (i) pour m infini, ou simplement

la limite supérieure (*).

Dans le cas précédemment exclu, où une partie des termes de la

suite (i) augmenterait indéfiniment par valeurs positives, ou bien

encore lorsque tous iraient en augmentant indéfiniment par valeurs

négatives, l'une de nos deux catégories disparaîtrait et la définition

(^) Les mots plus petits que, plus grands que n'excluent pas ici l'égalité.

(') On pourrait être tenté de prendre les mots limite supérieure dans le sens

qui leur est attribué en d'autres occasions (notamment lorsqu'on traite des fonc-

tions d'une variable léelle) et qui est un peu différent de celui-ci. En effet, il

faudrait alors ne ranger un nombre dans la classe supérieure que lorsqu'il est

plus grand que tous les termes de la suite (i), et non pas seulement que les

termes d'indice suffisamment élevé.

Nous serons donc obligé, lorsqu'on aurait à craindre une confusion, d'em-
ployer la locution limite supérieure pour m infini, qui ne peut prêter à aucune
ambiguïté.
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précédente tomberait en défaut. La lii«ite supérieure devrait être

regardée comme égale à H- oc dans le premier cas, à — x) dans le

second.

2. £ désignant toujours un nombre positif aussi petit qu'on veut, il

existe des quantités u^, d'indice aussi élevé qu'on le voudra, com-

prises entre /— £ et / -f- e, puisque, d'après la définition même de /, la

suite donnée contient des termes indéfiniment éloignés supérieurs à

/— £, au lieu qu'à partir d'un certain rang elle n'en renferme plus de

supérieur à / h- £. Donc on peut, dans la suite (i), trouver une suite

partielle qui ait pour limite l. Bien entendu, il s'agit ici d'une limite,

absolument parlant, et non plus seulement d'une limite supérieure telle

que nous venons de la définir (* )^

Il peut même se trouver, comme cas particulier, que u„ s'approche

indéfiniment de / pour toutes les valeurs de m suffisamment grandes.

Tl en est ainsi, d'après la remarque précédente, lorsque, si petit que

soit e, l'inégalité u^n'y- l— £ est vérifiée, à partir d'un certain rang,

pour toutes les valeurs de m et non pas seulement pour une infinité

d'entre elles. / devient alors pour la suite (i) une véritable limite, au

sens ordinaire du mot. Dans ce cas, il nous arrivera de dire que les

termes de la suite (i) tendent régulièrement vers L Cette locution,

dont à la rigueur on pourrait se passer, aura l'avantage de bien mar-

quer, sans allonger le discours, la différence qui existe entre ce cas

particulier et le cas général.

Si la suite donnée est à termes positifs, elle ne peut avoir o comme
limite supérieure sans tendre régulièrement vers cette limite. Car a„

est supérieur à — £, quel que soit m.

Mous remarquerons encore que la limite supérieure d'une suite n'est

(*) La notion de limite supérieure que nous introdaisons ici est eo relation

avec la théorie des ensembles.

On sait que M. Cantor définit un ensemble dérivé dont fait partie toute quan-

tité q telle que l'ensemble primitif contienne une infinité de termes aussi voisina

qu'on le veut de q.

Dans cette terminologie, notre limite supérieure sérail Je plus grand élément

de l'ensemble dérivé.
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pas altérée lorsqu'on augmente ou diminue les termes de quantités

infiniment petites pout* m infini.

3. Au lieu de considérer des quantités u,„ dépendant d'un seul

indice, on peut introduire des quantités iim,.m^,....m » où figurent j^ in-

dices indépendants m^, m^, . .
.

, m^ variables de o à -f- oc. et définir

d'une façon tout analogue la limite supérieure de w„_,^^
. „ pour

m, = mo — . . . = mp=cc. On formera^ à cet effet, les deux classes

supérieure et inférieure d'après la règle suivante : un nombre A sera

rangé dans la première s'il est supérieur à toutes les quantités u dont

les indices m^, ma, ..., m^ dépassent tous un entier N convenable-

ment choisi ; un nombre B sera placé dans la seconde lorsqu'on pourra

trouver des ic plus grands que B et dont les indices soient tous supé-

rieurs à tel entier qu'on voudra (*).

4. La notion de limite supérieure va nous permettre de déterminer

tout d'abord le rayon de convergence d'une série de Taylor, et de

résoudre ainsi d'une façon générale le problème traité par M. Le-

cornu (') dans le cas où le rapport de deux coefficients consécutifs a

une limite.

Soit

(2) /{x) — ao-^atX-^...-haj„x"*-h...

une série ordonnée suivant les puissances croissantes de x. Nous envi-

sagerons la suite à termes positifs

(3) |a,|, l^/a,!, ...,
I v^,771 i>

(') On sait {voir Gantor, Journal de Borchardt, t. 84, p. 242) que l'on peut

ramener le cas d'un ensemble à p indices au cas d'un ensemble à indice unique.

Il est à remarquer que cette assimilation ne s'applique pas dans la question

actuelle. La méthode de M. Gantor oblige effectivement à donner un rang élevé

à tout terme dans lequel un au moins des indices est très grand, au lieu que

nous ne devons considérer comme infiniment éloignés que les termes dans les-

quels tous les p indices auront de très grandes valeurs.

{^) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, séanc* du 7 février 1887.
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Si cette dernière suite contient des termes augmentant indéfiniment,

la série donnée n'est jamais convergente, quelle que soit la variable x.

Gar il existera toujours des valeurs de m en nombre infini pour cha-

cune desquelles,
] "sj'a^ \

étant plus grand que j-^* le terme correspon-

dant a^x"^ aura un module supérieur à i

.

5. Ce cas doit donc être laissé de côté, et nous devons supposer que

la suite (3) admet une limite supérieure l.

Donnons kx un module plus petit que y^ soit -. Par hypothèse,

/ + - appartient à la classe supérieure par rapport à la suite (3). Donc,

à partir d'un certain rang, chaque quantité
|
a,„

|
est plus petite que

e

U -H -
)

et le module de "sja^af' est (et reste) inférieur à -, > nombre

fixe plus petit que l , ce qui montre que la série V a^x"^ est conver-

gente.

Au contraire, si nous donnions à a? un module j—— plus grand que

j> comme nous savons que, pour une infinité de valeurs de m,
|
a^

|
est

supérieur à (Z— s)'", la série 'La,„x"' aurait une infinité de termes plus

grands que i : ce serait une série divergente.

Donc le rayon de convergence de notre série est p = j'

Si, en particulier, le rapport
,

"""^

,

tend vers une limite, \lja,„\ aura

la même limite, qui sera bien par conséquent, ainsi que l'avait énoncé

M. Lecornu, l'inverse du rayon de convergence.

Au lieu de|'v/^|, nous aurions pu considérer (') l'expression

— L
I

<2,„
I ,

qui est le logarithme de la précédente. La limite supérieure

de cette nouvelle quantité, pour m infini, aurait donné le loga-

rithme de /.

(*) L|a;rtj désigne, comme d'habitude, le logarithme népérien de I a^ [.
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6, Un cas important est celui où la quantité / est nulle, et où, par

suite, IV'*;^! tend vers o, ainsi que nous l'avons remarqué au n** 2,

En ce cas, pour toute valeur attribuée à x, notre série est conver-

gente; car (en désignant par k un nombre quelconque plus petit

que I ) à partir du moment où l'on aura
|
'ya,„

\
< —j, le terme gêné-

rai sera inférieur à k'", c'est-à-dire au terme général d'une série abso-

lument convergente.

La fonction f(x) est donc une fonction holomorphe dans toute

rétendue du plan.

7. Ainsi, lorsque notre limite supérieure est infinie, le développe-

ment donné ne définit aucune fonction. Lorsqu'elle est nulle, il définit

une fonction entière et permet de la calculer pour toute valeur de la

variable.

Au contraire, si la limite supérieure l est finie et différente de o, le

développement (2) définit une fonction / (a?) , mais n'en fournit d'ex-

pression que pour les valeurs de x intérieures au cercle de convergence.

Le problème qui se pose actuellement est donc l'étude de cette fonction

en dehors du cercle ou sur le cercle, et tout d'abord la détermination

des points critiques situés sur la circonférence.

Dans les fonctions les plus simples, telles que -r^> par exemple,

l'affixe du point singulier s'obtient en prenant la limite du rapport

—— On peut donc se demander s*il est possible d'énoncer ce résultat

sous forme de théorème général.

Pour discuter cette proposition, il est nécessaire d'en préciser la

signification. Prise dans son acception la plus étendue, elle voudrait

dire que pour toute série où le rapport —— a une limite, le point cor-

respondant est le seul point singulier situé sur le cercle de conver-

gence. Ainsi comprise, la proposition est manifestement fausse : elle

ne s'applique pas, par exemple, à la fonction

1 — X ^ ^ Md\^ ni ]
X'

La réciproque est également inexacte : x^ peut être point singu-

H. a
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lier unique d'une fonction représentée par la série (2), sans que le

rapport —^ tende vers^^o, ainsi que nous en rencontrerons un exemple

dans la suite.

Au contraire, lorsque le rapport des coefficients consécutifs tend

vers une limite, le point qui a cette limite pour affixe paraît être, en

général, un point singulier. En tous cas, nous pouvons établir une

conclusion très voisine de celle-là.

8. Les résultats précédents nous fournissent en effet un premier

critérium permettant de reconnaître les points critiques.

Soit œ = .Xo un point pris sur le cercle de convergence, et propo-

sons-nous de rechercher si ce point est ordinaire ou singulier.

Nous pouvons d'abord supposer iCo = i, car nous pourrions ramener

le cas général à celui-là par le changement de variable

(4) ^=^o7,

dans lequel, à la valeur x^ donnée à a;, correspondrait pour ^ la

valeur j = i

.

Soit alors / un nombre réel compris entre o et i , auquel correspond

un point de l'axe réel (/ig' ï). Le rayon de convergence de la sérié

(5) f(x + t) =/(t) 4- Xf(t) -f- Çf"(t) 4- ... + Ç,f'"\t) -h ...

Fig.

sera le rayon du plus grand cercle C décrit du point t comme centre

et où la fonction donnée /sera régulière.
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Si le point x =: i est point ordinaire, notre fonction sera holo-

morphe dans un cercle c ayant pour centre ce point x = i, et qui

coupera le cercle primitif en deux points y et y', par conséquent aussi

dans un cercle de centre t et d'un rayon égal à la distance des deux

points t et v, laquelle est supérieure k t — t.

Si, au contraire, le point ar = i est un point critique, le cercle C
devra passer par ce point et avoir pour rayon t — t.

Reportons-nous maintenant aux résultats obtenus relativement au

rayon de convergence : nous voyons que la condition nécessaire et

suffisante pour que le point x = i soit singulier sera fournie par

l'inégalité (
*

)

(6)
/«)(0
m! >

laquelle devra être vérifiée, si petit que Ton ait pris e, pour une infi-

nité de valeurs de m.

9. Mettons en évidence le module et l'argument de chaque coeffi'

cient a, autrement dit posons

L'inégalité (6) (élevée au carré) pourra s'écrire

!^J^ 4- 2(m -h i) tg,^gn+i cos(a„^, — a„) -h ...

h

>[i + .m/ + ""^'^^-^-^... + CL..-,^--^...](.-0'-;

les lettres G désignant , comme à l'ordinaire , des coefficients bino-

miaux.

(*) Il n'y a pas lieu d'écrire l'inégalité

ml <i'~i

car le rayon de convergence de la série (5) ne saurait être inférieur à x— t.
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Cette forme donnée à l'inégalité (6) permet de trouver des cas

particuliers assez étendus où elle est vérifiée.
h

Remarquons d'abord que la somme ^ ^La ^^'-Va ^st égale à

^2m+h+i- ^6<^i se reconnaît immédiatement en supposant que la fonc-

tion / soit la fonction —^— Le premier membre de Pégalité (6) de-

vient alors égal à '.r,^^ et, dans l'inégalité (6'), il faut faire ^„= i,
(I t)

a-, = o. On trouve alors

(7) (i _ n»("'+») = I -H ... -h /^ 2 ^»»^* ^'/j ^\i(/n-+-i) -r- . .
.
-r t ^^ ^-'m+A ^TO+A-A

A=o

ce qui donne la conclusion annoncée.

Supposons maintenant que g;„ tende régulièrement (*) vers la

limite i ; que, de plus, pour toutes les valeurs de p et de q suffisam-

ment grandes, la différence a^ — a^ soit inférieure en valeur absolue

à un angle fixe ^ plus petit que - (l'égalité étant exclue). A partir

d'une certaine valeur de m, on aura (y) désignant un nombre aussi

petit qu'on veut)

gmXi — flT, cos ( CL„+^— y.,„^^') > cos ^ ;

d'où l'on déduit, en ayant égard à la formule (7), que le premier

membre de l'inégalité (6') est supérieur à cos y r __ ), _ \-iî(m-t-i)
' ^*

racine /n'*°** sera donc (à un infiniment petit près) au moins égale à

_ T~^ ) c'est-à-dire (si Ton a pris y) suffisamment petit) supérieur

à -

—

-> car ——

—

'—r a pour limite lorsque yj tend vers o. L'iné-

galité (6') est donc vérifiée et le point ic == ï est un point singulier.

10. Ce résultat subsisterait alors même que l'inégalité
|
a^ — a^

|
<[ '|

(•) Voir no'2.
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cesserait d'être vraie pour les valeurs de p et de q ne satisfaisant pas

à la condition

q—p ^

dans laquelle q est supposé, pour fixer les idées, plus grand que jp, et 5

désigne un nombre positif fixe.

Pour le démontrer, remarquons d'abord que, pour toutes les valeurs

de h inférieures à ms, les évaluations précédentes sont encore appli-

cables : le coefficient de ^* est plus grand que G^^^^^, (i — ïj)2'«+''' cost^.

Soit n le plus petit entier supérieur à ms. A partir de la valeur

h = n, nous ne savons plus si le coefficient de t^ est supérieur à l'ex-

pression précédente ; nous ne savons même plus s'il est positif; mais

en tout cas sa valeur absolue sera moindre que Gj^^^^,(i n- y]')"*"^

(où T)' désigne encore un nombre très petit), de sorte que le premier

membre de l'inégalité (6') sera supérieur à

(8)

I ( ï ^ T

Dans le dernier facteur du coefficient de t^, le second terme

cos(|'(i — Yj)'""'*'^peut évidemment rentrer dans le premier (i-f- y)'
)''""^'*,

moyennant un accroissement infiniment petit donné à y]'. Dans la série

qui forme la partie soustractive de l'expression (8), après cette simpli-

fication, le rapport d'un terme au précédent, égal à /(i -h >]') -——r >

est moindre que ^(i H- tq') Cette quantité est plus petite que i,

si l'on a choisi t inférieur à -, r- -, , et la série est égale au pro-
(2 4-5) (l-f-Tj )

O ^

duit d'un facteur fini
j
de module moindre que 1 par

son premier terme G;'^^,,^,(i -4-t)')''"-*-"^.

Or, si l'on applique au coefficient G",„^„^, les formules bien con-

nues relatives à la fonction F pour de grandes valeurs de l'argn-
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ment, on reconnaît que la racine w**™* de ce premier terme tend vers

(2-1-5 \2-+.î

î~s
— (' + Y]')^'^''^, c'est-à-dire, puisque nous pouvons prendre i

aussi petit que nous le désirons, vers une limite moindre que ——-•

La partie soustractive de l'expression (8) est donc infiniment petite

par rapport au premier terme et ue modifie pas, par suite, les conclu-

sions établies plus haut.

Si le rapport —^ a pour limite l'unité, la racine m'^*"* de g,^ tend

régulièrement vers i et la différence B^— cc^^, — a„ tend verso. Nous
reconnaissons que le point a; = i est bien un point singulier si le pro-

duit mB^ reste toujours inférieur à un nombre fixe Q. En effet, s'il en

est ainsi, la différence a^— Cp sera moindre que i\t tant que le rapport

~—- ne dépassera pas % •

1 1 . Mais on peut encore s'affranchir d'une partie des restrictions

précédentes, car il n'est pas nécessaire que l'inégalité (6) soit vraie

pour toutes les valeurs très grandes de w, mais seulement pour une
infinité d'entre elles. Il suffira donc que la série contienne, en nombre
infini, des suites interrompues de coefficients

(9)

satisfaisant aux conditions suivantes :

1** Les rapports —, —,, ~„ sont tous supérieurs à un nombre fixe s;

2°
I ^^m I

tend régulièrement vers i quand m augmente indéfini-

ment par des valeurs correspondant à des termes de ces suites
;

3° Si Uj, et a^ sont deux coefficients pris dans une même suite, la dif-

férence a^— oip est en valeur absolue moindre que ^.

A chacune de ces suites, à partir d'un certain rang, correspondra

une valeur de m pour laquelle l'inégaUté (6') sera vérifiée.

«»!)
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Si la troisième condition ( a^— a^)< '^ était remplacée par la double

inégalité

(10) (^-p)e-4^<a,-a^<(5r_^)ô-^'^,

la fonction donnée admettrait le point singulier œ = e~'^. Ce résultat

est équivalent au premier moyennant une transformation (4), effec-

tuée avec la valeur «?~'^ pour x,,

.

Sous cette forme, notre proposition se distingue de celles que nous

avons données précédemment en ce qu'elle peut, dans certains cas, dé-

celer la présence de plusieurs points singuliers. L'existence de suites (9)

correspondant à une certaine valeur de 6 n'est, en effet, nullement

incompatible avec l'existence de suites analogues, mais pour lesquelles

l'angle 6, qui figure dans les conditions (10), aurait des valeurs diffé-

rentes.

On pourrait même, par ce procédé, former des séries qui admet-

traient le cercle de convergence comme ligne singulière.

Supposons, par exemple, les nombres rationnels rangés en suite

linéaire, comme l'indique M. Cantor, et soit rx celui qui occupe le

rang X. Nous considérons une série dans laquelle, pour toutes les

valeurs de m comprises entre (i-f-s)^ et (1 -4-«)^^', le rapport ^^^^

sera égal à e"'^'"^. Nous aurons une infinité de suites pour lesquelles ce

rapport aura la même valeur, car les quantités e^iKir^+o^ ^2m(r^-4-2)^

sont toutes égales à e*"^''>. Le point x = e~^''"''y- est donc singulier, quel

que soit X, et par conséquent le cercle de rayon i est bien ici une

coupure.

12. Signalons encore un autre cas simple où l'on reconnaît que le

cercle de convergence est ligne singulière. Soit, par exemple, la

série (*),

(11) i-{-bx'-h.-.^b''x''''-i-.,.,

qui a été considérée par M. Weierstrass (*) et qui converge dans un

(') c est un entier positif et b un nombre quelconque.

(') Voir DU Bois-Reymond, Journal de Borchardt, t. LXXIX, p. 3o.
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V

cercle de rayon p = lim^ '^^ = i . Cette série n'est altérée que dans ses

premiers termes par le changement de x en xe '^
, où A: et A sont deux

entiers arbitraires. Or la fonction correspondante admet nécessairement

sur le cercle de rayon i au moins un point singulier a? =: a^o. Elle aura

donc aussi une singularité en chacun des points

tkitt

c»»

parmi lesquels on en pourra trouver qui approchent autant qu'on le

voudra d'un point quelconque pris sur le cercle.

Les mêmes raisonnements s'appliqueront toutes les fois que les in-

dices des termes non nuls et de plus en plus éloignés auront un commun
diviseur de plus en plus grand. En ce cas, le cercle de convergence sera

par conséquent une coupure, ainsi que l'avait démontré M. Lerch (')

dans un cas particulier. M. Weierstrass (') avait d'ailleurs constaté ce

fait sur la série (ii).

15. La démonstration précédente offre cet inconvénient qu'elle fait

dépendre le résultat d'une question de divisibilité, en sorte qu'il sem-

blerait ne pas subsister nécessairement si, par exemple, on augmentait

ou diminuait d'une unité les exposants de quelques puissances de x
dans la série (ii).

Il n'en est rien, cependant, et l'on peut affirmer que la série

2% x^v-

(où les c^ sont des entiers croissants) admet son cercle de conver-

gence comme ligne singulière , si le rapport -^^ ^ est constam-

m,ent supérieur à un nombre fixe s.

Pour s'en convaincre, il suffit de donner à m, dans la formule (6'),

(') Acta mathematica , t. X, p. 87.

(') Monatsherichte der kônigl. Accid, der Wissenschaften zu Berlin, août

1880.



ESSAI SUR l'étude DES FONCTIONS.

la valeur -^, où m est un nombre fixe compris entre i et i 4- 5, et que

nous déterminerons ultérieurement (*). Au premier membre, le pre-

mier terme non nul est

et, d'après les formules déjà employées au n°10, sa racine 2m'^™* est,

pour une infinité de valeurs de p., supérieure à ^.— . _^ •

Cette expression a son maximum pour u = et devient égale à

-~y • Quant aux termes suivants, ainsi qu'on l'a vu plus haut, ils n'in-

fluent pas sur le résultat, si l'on a choisi pour / une valeur satisfaisant

aux inégalités

^ (
I -+- ^ ) -T" < • ' —¥F~ ( » + ^ ) ^ < 7=1

•

La proposition est donc démontrée, caries raisonnements que nous

venons de faire ne seraient pas altérés si l'on eflFectuait la transforma-

tion (4) avec la valeur iCo= <?'^, de sorte que notre fonction admet

pour point singulier le point x^ = e*', quel que soit $
Bien entendu, le résultat précédent peut subsister^ lors même que

le rapport -!t±L.^—^ ne serait pas constamment supérieur à s. Il suffit

qu'il prenne deux valeurs consécutives supérieures à 5, et cela une

infinité de fois, les modules des coefficients correspondants tendant ré-

gulièrement vers I .

Nous bornerons ici ces remarques préliminaires et, dans les Chapi-

tres qui vont suivre, nous traiterons la question à un point de vue tout

différent.

Les points critiques susceptibles d'être reconnus à l'aide des propo-

sitions précédentes sont en effet (ainsi qu'il deviendra évident par la

(^) Si — n'est pas entier, il faudra prendre pour m l'entier le plus voisin

de^.

H. 3
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suite) d'espèces très diverses; au lieu que nous allons maintenant étu-

dier les singularités en les distinguant d'après leur nature et en com-

mençant par les plus simples, à savoir les singularités polaires.

DEUXIÈME PARTIE.

44. Si la seule singularité située sur le cercle de convergence est

un pôle, simple ou multiple^ Vaffixe de ce point est donné par la

limite du rapport —^j comme on le voit en employant les expres-

sions indiquées par M. Darboux (^) pour les coefficients.

Par exemple, si la série (2), convergente dans le cercle de rayon p,

admet pour unique singularité sur ce cercle le pôle simple a? = a?,, le

A 6
coefficient a,n peut se mettre sous la forme —^ — . ,_^s„ > où 6,„ désigne

une quantité de module inférieur à i, £ un infiniment petit, et p' un

rayon supérieur à p. On voit alors immédiatement que le rapport

—^- tend vers a?,, et cela de telle façon que la différence soit, à partir

Pd'un certain rang, inférieure à ( -r~~ \ ou kk'",k désignant un nombre

fixe plus petit que i.

Cette condition nécessaire est aussi suffisante.

En effet, pour écrire que le point x = x^ est pôle simple et d'ail-

leurs singularité unique sur le cercle de convergence, il suffit d'expri-

mer que, en multipliant la série (2) par ( i — —
)> on obtient une série

convergente dans un cercle de rayon plus étendu que le premier. Or,

en faisant cette multiplication, on trouve pour terme générai

Le coefficient de x^ devient donc plus petit que -('+•£) ' si la dif-

férence - ' est moindre aue /r'".

(
• ) Mémoire sur Vapproximation des fonctions de grands nombres, p. i5.
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15. Cherchons maintenant dans quels cas notre fonction a pour sin-

gularités, sur le cercle de convergence, plusieurs pôles simples ou

multiples.

Nous serons tout pareillement conduits à multiplier la fonction

donnée f(x) par un polynôme

(12) (Sp(x) =i^i - ^J"(^i - ~J'.
.. = 14- A<*U- -t- . . . -h A'"'*-^,

de degré />, et à nous demander si le produit obtenu est une fonction

régulière dans un cercle de rayon supérieur à p.

16. Après la multiplication, les nouveaux coefficients seront donnés

par la formule

(i3) K = a^p H- A.^*^a,n+p-i -+- • • . -f- A(^>a,„,

et devront satisfaire à Tinégalité

i*..i<('fO"

Considérons alors le déterminant symétrique d'ordre /> -4- 1

,

D„^=

que la formule (i3) permet d'écrire

"OT-J-pj-l

^m^p ^m+2p

!>«,..=

a„
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nous font voir immédiatement que D,„,^ doit être plus petit que

-j-j ] > OÙ £ a toujours la même signification que précédemment, à
P P /

savoir, un nombre que Ton peut supposer aussi petit qu'on le veut,

pourvu que Ton prenne m suffisamment grand.

La limite Supérieure, pour m infini, de v/jD^~p| ^^^ donc moindre

que
/>Tf-l

17. Réciproquement, supposons que, pour certaines valeurs de P,

la limite supérieure (pour m infini) de "sj'\ D„,.| soit moindre que -pip-,*

Soit p la plus petite de ces valeurs, et -j-j la limite supérieure cor-

respondante. Par hypothèse, la limite supérieure de vT^w^ip-Ti 6st -j-

Je dis, en premier lieu, que
\J\ ^m,p~i i

tend régulièrement î)ers cette

limite. En d'autres termes (* ), si petit que soit e, à partir d'un cer-

tain rang, chaque déterminant D;;,^^., a un module supérieur à

P^

Nous savons, en effet, qu'il existe une inanité de déterminants

Dm^p-i plus grands que les valeurs correspondantes de (
——- \ ou

de a"' (en posant a = ^'~p^^
f d'où-^-^^ = a '

_

^
]>

Si, à partir d'un certain rang, tous satisfont à cette condition, notre

conclusion est établie. Dans le cas contraire, on devra pouvoir trouver,

et cela aussi loin qu'on le voudra dans la série, un déterminant D,„^ p_,

supérieur à a*"», précédé d'un déterminant D„^_i p_i moindre que a"»"'.

Or on a, quel que soit m,

v'4/ •L'»?-+»,/>- 1 ^;« [,p-t '-'m^p-t ^^^ ^m- i.p^m,p-2'

Car les mineurs du déterminant D,»-,,^, relatifs aux éléments a^-n
a„+p_4, am+ap-o qiii occupent les angles de ce déterminant, sont res-

(*) Voir au n° 2.
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pectivement

"w-Hl.p-n '-^in,p—ij ^m-t.p-ty

«t le mineur du second ordre obtenu par la suppression des deux

lignes et des deux colonnes extrêmes est D,„,^_2. L'égalité (i4) n'est

donc que l'expression d'une identité bien connue relative aux déter-

minants.

Cette égalité (i4) fournit d'ailleurs, d'après ce que nous savons sur

l'ordre de grandeur des déterminants D,„,^ et D,n,p-2, l'inégalité

(i40 |D.^..;,-,D.-..p-.-DL,,.J<(^<xf=p)",

où k est un nombre plus petit que i (*)•

Donnons à m la valeur m^ : nous trouvons

Dmi,+l,p—1
^«'".^'(i - A-*'".),

DOTn+l,p—

1

>*(i-A"^'H

d'où résulte déjà que, pour m^ très grand, les quantités
| D^^^i^_, |

et

Dm„4-l, p—l

Dm„p—i

I — e \ "'o I — s

seront respectivement supérieures a ( a ——y- 1 et a —^^'

En général, nous allons démontrer que, si Ton a pris le nombre m^

suffisamment grand, on aura, pour toute valeur positive de l'entier i,

(i5)
Dm„+i,p—i > a(i — k'""'>)[i - /f»'".^')]. . .[i — /f*'"»^'-')],

(-6)
I

D^,^,^^,
I

> a'«»-(i - k-"^y[i - /f»"».-^]'-. . .[i - /^•^C".—
')],

I — e

(•7) -71

D

m^+t, p- -1 >«

Ces inégalités sont, en effet, vérifiées pour i—.\. Supposons-les dé-

montrées pour une certaine valeur de i. Je vais faire voir qu'elles sub-

(1) A = (i -l-e

'Wl-
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sisteront pour la valeur suivante, et que l'on pourra écrire

(i5')
d7

;> a(i - A-2"'.)[i - /c^f'".-^"]. . .[i - /f^c».-^*^],

'm„+i,p—\

(17) V|D,„o+/-...,-i!>a-r_-T-s-

Pour cela, nous ferons m - m^ 4 ï dans l'inégalité (i4')j laquelle,

en tenant compte de la formule (17), nous donnera

D
^inf i-i.p—i

> ^ma+i,p—i

'-m„-i-i—i,p—\

k^fn^l

dont la multiplication membre à membre avec la formule (i5) fournit

la formule (i >')•

Celle-ci, combinée avec (16), donne Finégalité (iC/).

Quant à l'inégalité (17), elle résulte de la précédente, pourvu que

l'on ait choisi pour m^ une valeur suffisamment élevée : car il vient

successivement

-^.'"""'"^rî)

>(t - A-^"'.)|, _A--"'v*-'^]...[! - /c2('«.+')]

Il nous suffira donc que l'indice m^ satisfasse à la condition

ce qui est évidemment possible.

L'inégalité (17) est, dès lors, générale, et notre proposition préli-

minaire est démontrée.

18. Cela posé, déterminons les quantités A"
, AJJ', ..., AJ,f pai
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les équations

^in-\-p ^^
'»»t ^m+p-i ~^ -^m ^in+p—2 + • • "f- A,„ <2,„^p_^/, -f- . . . -f- Ji^ â'.;^ = O

^m-t-jH-i + A^j â^/iî-j-p -h • . +- A^'€l,n-hp+<.—h + ' ' '-^ A^ ^m+« = ^

(.8)
•

/7 _uA'"/y -4- _i_A'*'/7 -U-uA'/"/? — n
^ni^2p-\ "I" ^»^« '^m+2p-2 "" ^^ •'*^nj ^ in-\-ip-{-h ~r- • • • t^ ^»^;„ W/^.+^_, — tJ

et posons
S* = A*."-A* (A = .,2 ;,).

Les S pourront être considérés comme donnés par les équations

^m ^tnt-p — • • •
-^ */« ^m^p^ i-A -^ • ^ ^rn ^«+f — ^1

5;;/a,^+p+, H- ... -h S',;j'a^^/,^,_yj -+...+ s;^'a,«^..> = o,

09)

f K'a,n^-2p-,+---+Kn^m^^p-h "^ ••+ ^Jf «,«+;,+ H = O,

en introduisant la quantité auxiliaire

(20) H = Clm+ip "+" ^m ^iri-t-sp—t -t-- • • -H A^^ (im->rp^

L'élimination des A entre les équations (i8) et (20) donne

(21) YL =^,
^ ' *^m,p-\

moyennant quoi les équations (19) fournirent

T\ih) T\ r\{h).

(22) — —
f:

M — —
f.

rx -^ >

^ ^ ^m-hl,p-l ^m,p~l '-'m-t-I, p-l

OÙ D'jJ^, _2 désigne un déterminant d^ordre p — i formé avec les coef-

ficients a et moindre que ( — ^ j
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Comme on a les inégalités

I — e

7nD..;-.i>

I — e

celte formule (22) montre que la limite supérieure de v/| §liS' i est au

plus égale à ^•
P

La sérieV 0'^', ayant son terme général de Tordre de ( ^ -f- £
j ,

est

m

donc convergente et son reste est aussi du même ordre.

A^' tend, par conséquent, lorsque m augmente indéfiniment, vers

une limite A^^^, et cela de telle façon que la différence A^^^ — AJ^' reste

moindre en valeur absolue que i~ A- i\ .

Il suffit alors d'écrire la première des équations (18) sons la forme

p

pour reconnaître que la quantité

(i3) ^,«= «m+p-H A<"a,„^^_, -^- . . , -f- A^P^a,„

est moindre que ( -77— )
•

L'existence d'un polynôme ^ (12) répondant à la question est donc

établie, et nous avons même le moyen de trouver ce polynôme. On
devra, d'après ce qui précède, résoudre les équations (18) par rapport

aux A et chercher la limite des valeurs de A^' ainsi obtenues, lors-

qu'on donne à m des valeurs de plus en plus grandes. L'etreur com-

mise en s'arrêtant à un certain rang m sera comparable au m'*™* terme

d'une progression géométrique décroissante de raison -,•

P
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Ainsi les singularités de notre Jonction sur le cercle de rayon p
se réduisent à des pôles, en nombre égal à p (chaque pôle étant

compté avec son degré de multiplicité)^ et dont les affixes sont racines

d'une équation que nous savons former (*).

Ces pôles exceptés, la fonction est régulière dans le cer'cle de

rayon p'.

19. Pour rechercher si les singularités de /(x) situées sur le cercle

de rayon p' sont aussi des pôles, il suffirait d'appliquer la méthode
précédente au "prodnit f(x)^^(x).

Mais on peut aussi opérer directement sur la fonction /(.r), ainsi

que nous allons le montrer.

Désignons, en général, par Ip la limite supérieure de '\/jD,„ j,
|
et re-

marquons d'abord que le rapport -~ est égal à p tant que P est moindre

que p el k p' lorsque P = />.

Pour P^/?, /p est au plus égal à pPpip-p+i

(23)

peut s écrire
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Nous noterons ce fait q ? la relation

limite sup.
v'|

D^'
i"

I = pPff-p+i

peut être considérée comme exacte à partir de la valeur F =p - i.

Supposons maintenant que /p devienne moindre que
^, /f-;,+i > et soit

P P

y la plus petite valeur de P pour laquelle cet abaissement se produise

(q pouvant être égal kp -h i ou plus grand).

On peut aussi dé nir q comme la plus petite valeur de P pour la-

quelle le rapport ~ devienne inférieur à -• En particulier, on a

/ "^ /

OU

(24) H-. </:-,.

Si nous nous reportons alors à l'identité (14)5 <îans laquelle nous

changerons p enq, nous voyons que la limite supérieure de

est plus petite que ZJ_^

.

Dès lors tous les raisonnements donnés au n° 17 peuvent se recom-

mencer en remplaçant^ par q et-^par/^_,, a étant supposé égal
p

à;,_.(.-i)etfrà(, + e')\/^^'-

La conclusion à laquelle on aboutit est que 'vT^m,^-» j
tend régu-

lièrement vers la limite /^,.

20. Tout pareillement, nous écrirons un système de q équations

a^^ç -h A^;^a^^_, H- ... H- A'jf' a^^^_, -h A'J'a^ = o,

(18')

am^ 2»-! 4- A^"fl|„+2y_2 -h ... ^ -h ^'m<^tn+ç-i = O,
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analogue au système (i8); et si nous posons

•?),
il viendra
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Si nous formons les différences

^t. - K\ <':» - <', (A = . , ^, .
. . y j. ; A =-

, , 2, .
. , ^),

/Il \

nous voyons que les premières sont inférieures à
( -72^ '

-t- £
)

• (^uant

aux secondes, elles se présentent sous la forme du produit de

L'ot, y

''/«,<jr— 1 *^m+i,q—l

par un déterminant (O)^ 2 se déduisant du déterminant

^m^—p-\ • ' ' ^m ^inhpt • • • ^i,

"ffn-2y—/» -2 • • • "m-i-^— » ^m+q-k-p—2 • ' • ^m-Hf~

par la suppression de la dernière ligne et de l'une des p dernières

(I \'"—
_, ,^_p

-+- £
]

OU

Les limites des quantités a sont d'ailleurs nulles, ainsi qu'on le

reconnaît en résolvant, par rapport aux a, les p premières équations

(26), où les B, qui sont des quantités finies, sont regardés comme
connus; et si B'^^ désigne la limite de BJJJ' pour m augmentant indéfi-

niment, le système de nombres B''\ B''^^ ..,, B'^~^\ 0,0, ..., o est

celui même que l'on déduit du système A'"\ . , ., A''^^ par la substi-

tution Iç, de sorte que la somme a,n^^-\- A'*^«,„h_^_i -+- . . + A'^'a,„ est,

moyennant les relations S^ et 2^, identiquement égale à

b -h Bi'^è , -h -+- B^'f-P^b

Or cette dernière, d'après les évaluations obtenues pour B^^^ — B

et a'*^— ajj', est inférieure à ( j^ -h £
J

.

Nous avons donc formé un polynôme

ot^' (a;) = n- A'^'^^r -h . .
. -h A'<^)^''

ih)
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tel que le produit ^[q^{po)f{x) soit holomorphe dans un cercle de rayon

plus grand que p' ( p" = "/"")*

Comme cela était évident a priori^ ce polynôme (^'^ contient en fac-

teur le polynôme $^; il est identique au produit

Il n'existe d'ailleurs pas de pareil polynôme ^^ pour un degré q ~ i

moindre que q\ sans quoi, si Ton désignait par 6v„ les coefficients du

produit /^^^_^ , le déterminant D^^_/ pourrait s'écrire

'^m,q -i

Cljn . . . Cl,n+p-t Ojji bm-^—i—p—i

^m+q—i ' • • ^m+q^p—i—i "m-t-q—i "rrn-2{q—i)—p~t ^m+-q-i

et sa racine m**=™* aurait une limite supérieure moindre que -^-7^—^1^:5:1 >

P P

ce qui, d'après nos hypothèses, ne peut arriver que pour i = o.

La fonction /(a:) admet donc p pôles sur la circonférence de rayon p

et q — p sur la circonférence de rayon p' (chaque pôle étant compté

avec son degré de multiplicité). Ces pôles exceptés, elle est régulière

dians un cercle de rayon p" =- ~ •

21 . Rien n'empêche de recommencer à nouveau ces raisonnements.

Premièrement, on démontrera que, pour P^y, les limites supé-

rieures de D^ ,. et de D;';' ,, sont au plus égales à ^ /^.^ gp-^^-t En dési-

gnant par r la plus petite valeur de P telle que Zp soit moindre

4^® iq-p ru-q+i ' ^^ remarquera d'abord que l'inégalité

(26) lim.sup.7|D:;î;p|</p

est vérifiée pour les valeurs de P comprises entre q et r, comme elle

l'était déjà pour les valeurs moindres que q^ et l'on partira ensuite de
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la relation

pour effectuer des opérations analogues aux précédentes (' ) et calculer

un polynôme (^] tel que le produit /ve^ soit holomorphe dans un cercle

de rayon plus grand que p". On démontrera, comme tout à Theure,

qu'il ne peut exister aucun jpolynôme î*" de degré moindre que r.

Notre fonction est donc méromorphe à Tintérieur d'un cercle de

rayon p"'= "—" Elle admet dans ce cercle / pôles, à savoir p de mo-

dule p, g- — /> de module p', r — gr de module p".

On pourra continuer ainsi tant que l'on trouvera des valeurs de P
satisfaisant à l'inégalité

et, par conséquent, on peut énoncer les conclusions suivantes :

Le rapport —-* ne va jamais en diminuant.

Si pour P == P^^', ce rapport prend une valeur

supérieure à .^
"*

> la fonction f(oc) est méromorphe à l'intérieur

d*un cercle de rayon p'^^; elle y admet en toutP'^^^ pôles (chaque

pâle étant compté avec son degré de multiplicité).

(') Nous avons utilisé, pour la transformation des déterminants Di^'p et des

équations (i8'), les relations linéaires qui permettent d'exprimer les coefficients

a,n+py . •
. , cim+q ^u fonction de a,„, . .

. , am-hp-t et des b.

Les relations analogues qu'il convient d'employer ici sont celles qui donnent

a^+p en fonction linéaire de a^, . . .,am+p-i, b,„, . . ., bm+q-p-\, c,„, . . ., Cm-t-p-q-i

{Çm désignant un coefficient du produit /^'), et de même les substitutions des

opérations suivantes introduiraient 4> 5> ... séries de coefficients.

Au reste, il faut remarquer que ces relations ne servent qu'à la démonstration.

Elles n'interviennent pas dans le calcul des polynômes '!*,
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Si l'on â.

P(x+i)__.j _^pa)

f(x) n'admet qu'un seul pôle x = ^ sur le cexcle de rayon p<^> et le

polynôme ^'^^'J est égal au produit a^'^^ (i - |V Or, dans le poly-

nôme ($'>-\ le coefficient de la plus haute puissance de x est lim ^^'"•^'^'

^w—1, !•

et dans le polynôme $f^+*^
il est lim ^'^ ''"^"

. L'affîxe du pôl

unique est donc donnée par la formule

(28) ^ = lim ^^. D^.»'^-^i,

et les erreurs commises en s'arrêtaût aux valeurs successives de m di-

minuent comme les termes d'une progression géométrique décroissante

ayant pour raison -j—-^ •

P

22. Si nous envisageons la suite des quantités /|, 4, .
. , /p, ..

.

,

nous sommes conduits à distinguer les cas suivants ;

1° A partir d'un certain moment, l^ devient nul. La fonction n'a

dans tout le plan qu'un nombre limité de pôles. Elle est égale au quo-

tient d'une fonction holomorphe par un polynôme entier.

2° Le rapport — tend vers o lorsque P augmente indéfiniment.

Notre fonction n'a que des pôles dans un cercle de rayon aussi grand

qu'on le veut. Elle est donc méromorphe dans tout le plan.

Nous avons d'ailleurs tous les éléments nécessaires pour former la

fonction holomorphe G{x) qui admet pour zéros les pôles de/(x'),

avec le même ordre de multiplicité.

En premier lieu, les modules des pôles successifs sont les valeurs

de -y-*' Le genre de la fonction G(ic), s'il existe, sera un nombre y

tel que la série V r y-^
Jl

soit convergente.

Si ce nombre est égal à i,la fonction G (a;) sera la limite du produit
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convergent

n

Xji étani l'affixe du /?.'*"'*" pôle, et par conséquent la limite, pour X

infini, du polynôme
p(X)

«*(-)= ii('-£

Si le nombre y est supérieur à i, on sait qu'il faudrait multiplier

chacun des tacteurs I i — -7
)
par e "

Or la somme > { 1 5 + . . . -f "-7^, ) constitue les 7 — i pre-

n= l

P(*)

miers termes du développeitienl de V( —-— | = -^ log<i^^'(x").

La fonction G (x) sera donc la limite, pour A infini, de l'expression

î\ {X) dx

OÙ Qx(^) désigne l'ensemble des y — i premiers termes dans le déve-

loppement de -j- logtr(^>(a;) suivant les puissances croissantes de x.

Si enfin il n'existait pas de genre fini, il faudrait calculer les

affixes des différents pôles et appliquer telle quelle la méthode de

M. Weierstrass.

Dans ces difîérents cas, on peut d'ailleurs obtenir le développement

taylorien de {j(.t).

La fonction G^(x) est en effet la limite de fonctions holomorphes

G^^^j? = aj' "h a^^x + . . . -h d!^x^" "h . .
.

,

où les coefficients af^^ peuvent être considérés comme donnés par la

formule
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C désignant un contour fermé décrit autour de l'origine et que nous

pourrons supposer, pour fixer les idées, intérieur au cercle de conver-

gence primitif.

Sur ce contour, G^^'(z) tend uniforpaément vers sa limite G{z)
quand X augmente indéfiniment et par conséquent, dans les mêmes
conditions, a'^l a pour limite a^-

La fonction G(x) étant ainsi calculée, le produit f(x)G(x) sera

une fonction F(.x) holomorphe dans tout le plan, et dont la multipli-

cation des séries /et G nous fournira d'ailleurs le développement; de

sorte que nous aurons l'expression de la série donnée sous forme du
quotient de deux fonctions entières

3° Le rapport ~- reste invariable à partir d'une certaine valeur

F^'^K f{x) est alors le quotient par un polynôme ^^^^ d'une fonction

régulière dans un cercle de rayon p^^' , naais présentant sur ce cercle

des singularités autres que des pôles. C'est à l'étude de cette dernière

fonction (dont on peut avoir le développement de Taylor) qu'est ra-

menée l'étude de la proposée.

4° Enfin, il peut arriver que le rapport v-- tende vers une limite

ô différente de o , de sorte que les rayons p^^^ tendent ver* R. La

fonction /, méromorphe dans chacun des cercles çf^\ admet une infi-

nité de pôles dans le voisinage du cercle de rayon R.

Nous pourrons chercher à former une fonction G (a?) qui admette

pour zéros les pôles de /(a:), en appliquant la méthode de MM. Weier-

strass et Mittag-Leffler.

Nous prendrons d'abord une suite de nombres positifs «^^ qui ten-

dent (
'
) vers o

;
puis une suite de quantités positives e^^^ telles que la

série Se^^^ soit convergente. Si V^'^ix) désigne alors le polynôme qui a

(*) Les pôles étant ici distribués en nombre infini dans le cercle de rayon R
et non point dans tout le plan, nous sommes obligés de modifier légèrement la

méthode de M. Weierstrass, (|ui laisse les qnantités a finies.

H. 5
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pour racines les affîxes des pôles situés sur le cercle de rayon p^, autre-

ment dit le quotient

j- logV^*' (x) sera développable en série uniformément convergente

dans le cercle de rayon p'^^ — «'^^, et l'on pourra en retrancher un poly-

nôme Q^^'^(.r) tel que la différence 77 log'V'"*'(.T) — Q'''^^(x) soit, à l'in-

térieur de ce cercle, moindre que t^K

D'ailleurs p''^> — a'^^ tend vers R, puisque a'^^ tend vers ; et, par

suite, un point quelconque x pris à l'intérieur du cercle de rayon R
sera, à partir d'une certaine valeur de 7v, intérieur à tous les cercles

de rayons p^'-^ — a''^ Il en résulte que la série

i;[éi<'s^""(^)-Q*H

sera convergente à l'intérieur du cercle de rayon R et que nous pour-

rons prendre pour notre fonction G (a?) le produit

(29) nv*(^)«~A

G est donc une limite de fonctions holomorphes G^^>(a;), obtenues en

prenant de plus en plus de facteurs dans le produit infini (29). On

démontrera d'ailleurs, ainsi qu'il a été expliqué pour le cas où J^
tend vers o, que chaque coefficient de G(x) est la limite, pour X in-

fini, du coefficient de même rang dans G'^^(a;), et l'on pourra ainsi

développer G en série.

La multiplication des fonctions / et G fournira une fonction F
holomorphe également dans le cercle de rayon R. L'étude de la fonc-

tion donnée est donc ramenée à celle de deux fonctions F et G, holo-

morphes dans le cercle R, mais présentant sur ce cercle des singularités

non polaires, et dont on peut obtenir les développements, /sera donnée

par le quotient de ces deux fonctions,
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25. Si

(3o) +(^)= C„-f-C,a;-h . .
. -h C,,a7'" -h ...

désigne une fonction régulière à Fintérieur d'un certain cercle et ne

s'annulant pas à l'origine, de sorte que G^ est dijBPérent de o, les ré-

sultats précédents nous fournissent une méthode pour calculer les zéros

de ^{x) à l'intérieur de ce cercle; car les zéros de <^(x) sont les pôles

de la fonction

(2') f(x) = ~ ~a^-ha,iv-h ..• -r- a,„x"' -+-...

C'est à cette manière de procéder que revient, au fond, la formule

de BernouUi, qui donne la racine de plus petit module comme limite

du rapport de deux coefficients consécutifs dans le développement

de la dérivée logarithmique. Il suffit, en effet, pour obtenir cette

formule, d'appliquer à la dérivée logarithmique la proposition du

n° 14.

M. Runge (') a généralisé la formule de BernouUi en obtenant

sous une forme analogue la v**™* racine d'un polynôme (en suppo-

sant les racines rangées par ordre de module croissant). Les mé-

thodes données dans les Chapitres précédents conduisent à des résultats

équivalents, mais applicables à une fonction quelcoôgue dans tout

cercle où elle est régulière. En supposant calculés les coefficients

«0, . .
.

, a„, ... de 77-k' la racine de rang P^^^ si elle est seule de son

module, sera donnée par la formule (28). Si plusieurs racines ont le

même module, on les obtiendra ensemble comme racines d'une équa-

tion algébrique formée en égalant à o le quotient de deux polynômes ^

consécutifs.

Le calcul des coefficients a^ et des déterminants D,„,^ à l'aide des

coefficients C de la fonction donnée peut d'ailleurs se faire de la façon

suivante.

En développant, suivant les puissances croissantes de x, le produit

(*) Acta mathemaU'ca, l VI, p. 3i6.
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/(x)F(x), qui est égal k i, nous aurons, pour déterminer les coeffi-

cients a, les équations

(3i)

I = ÛT^Co,

o = «oC, -f a:, Co,

De ces équations nous tirerons

a,„ L>f, .

(32)

c.
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et nous aurons les équations

3?

/' — Goaj,

o==C'/M-t ^0 Cpa\ ^o^^+O

o = C/M-2^0 V+<^< -h ... -h C, a' + G,a' ,

(33)
'm-t-p—i "^0

o = C/«+/>' *^o

O — C,„^2p-^
«'o

-»- + ^p^',m+p-i

^m+2p^i) H-G.+ ,«',p-hi ^m+p-i HC.

Nous n'avons pas écrit les équations obtenues par la comparaison

des coefficients de x, a?*, ..., x^. car elles ne serviraient qu'à don-

ner la valeur des pararaètres auxiliaires A'j/, AJJ', .... A|^'. Les

m-\-p+i équations-restantes donnent

(34)

en posant

H = V ' / ''m./)

'-'il *-*/
•"O *-*/«, p—i

*p+<

'p+'i

(35) E^,,= Gm-+p—\

^m+p

^m+ip

O O

G, G(

Go

G,

G/H-4

Q*PD
Ainsi la quantité —^^^^

(-0 2 F

— ne change pas quand on aug-

mente ou diminue p d'une unité, m restant le même. Or, pour j» = o,
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elle est égale à -^jUt' d'après la formule (32). On a donc

Telle est l'expression de D^^^, qu'il suffira de reporter dans la for-

mule (28) pour calculer la racine ^.

25. Au lieu de considérer la limite supérieure de \i\a^\, pour dé-

terminer le rayon de convergence, il revient au même, ainsi que nous

l'avons déjà remarqué (n° 5), de chercher la limite supérieure de

L
I
g^

I

^

m
La recherche des discontinuités polaires situées sur le cercle de con-

vefrgence peut, dès lors, être regardée comme un cas particuher du

problème suivant, que nous allons traiter et dont la solution nous

sera utile plus tard :

Étant données la série

(2) /(a) =2 fto + a,«—h .. . *f «.,x'"-H..

.

et une fonction positive

M = <p(m),

qui augmente constamment et indéfiniment avec m, mais de telle

façon que '^. —r^ tende vers i , soit a> la limite supérieure pourm

infini, de ^g?-'-

Exprimer qu'en multipliant ta série (2) par un polynôme de

degré p convenablement choisi

on peut diminuer la valeur de cette limite supérieure^ c'est-à-dire
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qu'en opérant sur La nouvelle série

39

LU.comme sur la première et formant la limite supérieure de , „ >

on trouvera une quantité co' plus petite que w.

Afin de simplifier l'écriture, nous conviendrons de représenter indis-

tinctement par la lettre 6 divers nombres de module inférieur à i , et

par la lettre % différents nombres infiniment petits pour m infini. Nous
pourrons écrire, avec cette nouvelle notation,

(3?) ^m— ^m-i-p ~^ ^ ^in+p- 1
-4- A'-P'«,„ = ÔM''

Dans cette égalité, remplaçons m successivement par m^, w,, • • •»

mp, où m^, m,, . .
.

, m^ sont jd -h t entiers tous très grands. Nous au-

rons

a«••+•*» A<*^antt-fp^i A.^f^a,n ==ÔMf-*-%

, -H...-h A'^a^ =îeM"^*.

Nous considérerons maintenant le déterminant d'ordre p -+-

1

(38) A'"

a. a.

am,*i am^i

am,-t-p am^-k-p

Chaque colonne de ce déterminant correspond, comme on le voit, a

l'un des indices /Wq, m^^ . . ., mp. Le mineur relatif à l'élément a„^^^,

pris dans la colonne correspondant à l'indice m,, étant désigné par la

notation . . > la formule (37) montre que notre déterminant peut

se mettre sous la forme

âx<fi dA(i»)

<^(o,/») '"•'^d(i,/>) '"•
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Il y aura donc au moins une valeur de i pour laquelle on aura

et, par conséquent,

d^^p

â{i

=:6Mf•*-^

d'où la conclusion suivante :

Si, pour chaque déterminant A)^J ^ , on prend la plus petite

des quantités \ir^ ^^^^p^
> la limite supérieure, pour m^, . . ., m^

à{i,k)

infinis (n" 5) du résultat ainsi obtenu (*^ devra être plus petite

que co, au plus égale à (à'.

26. Réciproquement, supposons que cette condition soit vérifiée

pour une certaine valeur de />, et que l'on arrive, en suivant la marche

indiquée ci-dessus, à une limite supérieure moindre que co. Nous

pouvons admettre que cette valeur dep est la plus petite pour laquelle

il en soit ainsi, et que par conséquent il existe des déterminants

^î;ï,T.'.!.wp^i à indices tous aussi élevés qu'on lèvent, tels que chacun

des quotients r^^ip^iy-, soit supérieur a Mf ~^ Pour abréger, nous

donnerons à ces déterminants le nom de déterminants principauiç.

Ainsi, l'on a, pour un déterminant principal.

(/, /r = o, 1,2, ...,jo - i).

(^) Nous considérons lotts les quotients

âï, k)

, au lieu de nous en tenir,

comme notre raisonnement nous l'indiquait, à ceux pour lesquels le nombre k
est égal à p. U est «clair que la conclusion donnée dans le texte subsiste a for-
tiori dans ces nouvelles conditions.
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Au lieu du déterminant A'^~'^ nous introduirons un déterminant OE),

défini de la façon suivante :

Au-dessous du déterminant A^^~'^ écrivons la ligne a^,+p, . . ., «,„^_j+p-

Nous formons ainsi un tableau rectangulaire

\ a
/«o+l !

(39)
anta+p-l'

am^-i-p^

a„

a^

«.

«.,

ip_,-f-p-i '

ip-i-t-p
'

(D sera le plus grand déterminant déduit de ce tableau rectangulaire

par la suppression d'une des lignes, soit la ligne de rang h.

Le nombre h ne pouvant avoir que p -h i valeurs, il est clair qu'on

pourra toujoui'S trouver des déterminants principaux à indices aug-

mentant tous indéfiniment, et pour lesquels h ait la même valeur. Pro-

visoirement, nous ne nous occuperons que de déterminants principaux

choisis de cette façon, c'est-à-dire pour lesquels h aura une valeur

déterminée, la même pour tous.

Le mineur de © relatif à l'élément a^.^,,^ pris dans la colonne cor-

respondant à l'indice w„ sera encore désigné par la notation ^ . / •

Le déterminant (D jouira de la même propriété que le détermi-

nant A^^^'^ et l'on aura aussi

(4o)
(D

iMr"'(î = o, ..., />- i; ^=o, 1,2, .,.,A- 1,/iH- I, ...,^)

<?CE)

Considérons, en effet, l'un des mineurs . . . > que nous pouvons

supposer différent de o, sans quoi le quotient correspondant serait

infini, ce qui est une manière de vérifier l'inégalité (4o). Nous pouvons

déterminer des paramètres Xy (y prenant toutes les valeurs de o à

H. 6
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/?, les valeurs h %lk exceptées) par les p — i équations

/»„•+*?

(4i) i:>v ^nii^i+i -~ ^/n,_,4-Arl

(43)

et, SI Q désigne le quotient ï^xk—t' on aura

(42) 2^-'^'"'-/'^^'

mais d'autre part, (D étant différent de o, on peut déterminer ies coef-

ficients «0, a, , .... «/i_, , a^i^, , ..., (x.p par les j» équations

1 «;^-a =aoa,„^ -t-a,a,„^^, ...4-a/,_.,a„^^^_i -^aA^,«^_^^^^, -f-...4-a^a^^^_^_^^^

•
)

• ' )

et même, à cause des hypothèses faites sur le déterminant (D, tous les

coefficients a seront plus petits que i en \'aleur absolue. Le coefficient

(/.p est d'ailleurs différent de o, sans quoi le déterminant A<^-'> serait

nul ; en sorte que nous pouvons résoudre les équations (43) par rapport

à a,„^^j,y <2„,^p, ..., rT^„_,^^ respectivement. Ces valeurs, transportées
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dans les équatipus (4 1) et (4^), donnent les relations

(44)

Les coefficients u.;^ et (Xj^, ayant respectivement pour valeurs

._ ^"i" ,, , ^p

sont liés par la relation

(45) fA^-ha^fAyi =— i;

d'où résulte que l'un au moins de ces coefficients (Xyi et [Xy^ est supérieur

à j, puisque a^ est plus petit que i . Or les deux quotients ^^^^ et

r/)A(p-t)"
' ^^^^^ respectivement, d'après les équations (44)» à — et — >

\_WJ)
sont supérieurs à M" ^ lien est donc de même pourQ, ainsi que nous

l'avions annoncé.

27. Cela posé, au tableau rectangulaire (39),. adjoignons une der-

nière colonne composée des éléments

rtip désignant un indice très grand, mais plus petit que chacun des indices

m^, . .
.

, m^, . Nous obtenons un déterminant A^',», ^^. Par hypothèse,



44 J- HADAMARD.

ce déterminant contient un mineur ^ . , tel que le quotient p-^rj^)
r d\^

soit plus petit que M^'*"^

Si d'abord i est égal à p, on peut supposer, d'après la manière dont

nous avons formé le déterminant (D, que le mineur en question n'est

autre que (ô.

Supposons maintenant que i soit différent de p. On peut d'abord

prendre k = h] car, si k est différent de h, l'identité bien connue entre

les mineurs d'un déterminant nous donne

CE)

()^(p) dii^PiaA(/^)

d{i,k) à{p,k) à{i,h)
=zA(p^

d(Q

â{i,ky

égalité dans laquelle les remarques précédentes permettent de rem-

P'*'^''^
^""'

df^' dWf)
«spectivement par e—MrS 6fB,

ce qui conduit à

dA<P)

d{i,h) >
(jAf/»)

d{i,k)
1 —

Mî >
â^^p^

d{i,k)
(I-E).

Nous \)ouvons donc substituer le mineur ,, . .
- au mineur ., . ., •

^ d{i,h) à{i,k)

Mais au mineur . , .
,

,

on peut substituer le déterminant o. En

effet, l'élément a^ peut se mettre sous la forme ÔMjT'^ et l'on peut

écrire sous cette même forme les coefficients «,„ ^i, j «/«p+p? a cause

des hypodièses faites sur la fonction (p(m). Le déterminant

égal à

dïUT)
étant

d{i,o) '"r
a. 4-..

<?(0

d(Sà

d{i,hH-J) "*p^ d{i,p) '"r+P^

il existe au moins un indice j tel que

M;^^
d(Q

<?A(P)

<?(i, A)
soit moindre que

Or Œ> est supérieur à ... ., M'^ ^ On a donc

(JE)|>
^AW
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et cette inégalité, comparée à l'hypothèse

45

nous doiine

d'où, a fortiori,

(46)

à{i,h)
M?

(JÔ

A(P)

< Mî

puisque nous avons supposé m^ plus grand que TUp, et par suite M,

plus grand que M^.

fc/U un mot, on peut toujours supposer que le mineur . , n est

autre que (Q.

Si nous envisageons le système des paramètres ao, a,, ..., a^_,,

'^A+\ 5 • •-> ^pi définis par les équations (43), cette inégalité (46) montre

que, pour tout indice n plus petit que chacun des entiers m^, ...,

m^., on a

(47)
ao«„ H- a^ a^^y 4- ... -h a^-, «„+a_,

^h^\ ^/i+A-n + • ^pO^n^p- ««+A=9N'

28. Soit, à présent, un second déterminant principal Aj,^~\*„ _^,

les indices «„, n^^ ..., Up^^ étant tous très grands, mais cependant

inférieurs aux indices /»o, . • ., /Wp_, . A ce déterminant A^^~|| „ _^ cor-

respond un déterminant CD' se déduisant du nouveau déterminant

^{p-\) comme (D se déduisait de l'ancieny en faisant intervenir un in-

dice h que nous supposerons être le même dans les deux cas, conformé-

ment à ce qui a été dit plus haut. On peut, avec cette nouvelle série

d'indices, former un système d'équations analogues aux équations (43)

(430
P "l+P'

««p_.+A = =«„««p_, + a,V -\-. . .-h Cf.. .aA-« ^/»-_,+A-i

+ «^A+i «n^_,-+-A+l +-... H- a^ ««j,..-»-^»
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Si maintenant, dans l'équation (47)> nous remplaçons n surcessi-

vement par n^, rit, ..., /^p_,, nous obtenons/? nouvelles équations

que le système (43') permet de mettre sous la forme

(a„ -a;)a„„+ (a, - a'Ja^.+.H-. .

.

.-,- {n -.- a' ^<2 — 6IV**''^

(48)

Résolvons ces équations par rapport à c^ — aj^ a, — a, , . . . , a^ — ot' :

en ayant égard aux relations

I d(Q>'

(VV dii,k)

fi

Np2

nous voyons que, si n^ est le plus petit des entiers /i^, . .
.

, /i^, , on a,

pour chaque valeur de X,

(49) a>"<=Tvo^M:i-

Cette conclusion a été établie en supposant que tous les n sont plus

petits que chacun des m. Mais elle subsiste pour tout système de va-

leurs suffisamment grandes des m et des n. Car on peut prendre un

déterminant principal auxiliaire formé avec des indices plus grands à

la fois que les m et que les n. Si a„, . . . , a'J^_,, (x.\^.^, ••-,«* désignant

les quantités analogues aux a et aux a' calculées à l'aide de ce nouveau

déterminant principal, l'équation (49)5 ayant lieu pour les différences

a^ — a^ d'une part et oi'{ — ix{ d'autre part, est aussi vérifiée par

a), - <•
Il en résulte que a^^ tend vers une limite quand les indices m„, . .

.

,

m^_, augmentent tous indéfiniment sans que le déterminant

cesse d'être un déterminant principal.
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La limite de ax étant désignée par — A^~^\ on a, pour n très grand,

la relation

(5o) A^'-'a^ -h A^/^-^'a,, ,+-...+ A<»)«„^, + a,,, = W-\

car la quantité N**'^% étant supérieure à

ao «„ -h a , a«^, H- ... H- «^a«+^ - a^^^

d'après la formule (47 )> est aussi supérieure à sa limite.

On en conclut tout d'abord que A^"^ n'est pas nul, sans quoi, en

raisonnant sur la formule (5o) comme nous avons raisonné au n*^ 25
sur la formule (87), on démontrerait pour le déterminant A'^-'^ une

conclusion analogue à celle que nous y avons établie pour le détermi-

nant A^*, ce qui serait contraire à nos hypothèses. Le rapport

tend donc vers une limite finie et différente de o, et, par conséquent,

la relation (46) subsiste en y remplaçant ûD par ^^~*K Comme toutes

les propriétés précédentes découlent de cette relation combinée avec

la formule (4o), on peut substituer, dans les considérations que nous

venons de développer, le déterminant A'^~'^ au déterminant (D, et sup-

poser h=: p. Dans ces conditions, la relation (5o) devient

A(^^a„-h A^^"a„^, +t. .
. -h A^'^a^^, h- «„^^ ^ eN'-'-^

Cette relation n'étant autre que la relation (37), nous avons dé-

montré que la condition nécessaire troui>ée au «" 25 est aussi suf-

fisante.

Pour obtenir les coefficients A, on voit qu'il faut choisir des déter-

minants principaux à indices de plus en plus élevés et résoudre les

équations (43) correspondantes.

Nous nous étions bornés aux déterminants principaux pour lesquels

l'indice h avait la même valeur ; mais cette restriction n'a plus de

raison d'être, puisque nous avons vu qu'on peut toujours supposer

k=p.
En prenant comme valeurs approchées les quantités a calculées

à l'aide d'un déterminant principal quelconque, on commet sur
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chaque coefficient une erreur moindre que îrn^rwcrï» si m, est le plus

petit des indices qui servent à former le déterminant principal.

Dans le cas où le nombre jo est égal à i, les déterminants A^^~*^ se

réduisent aux coefficients a^ eux-mêmes. Si l'on écrit le polynôme $

sous la forme $ = i — , on voit que x^ est la limite de —^, mais en

se bornant aux valeurs principales de a,ni c'est-à-dire à celles pour
T

I I

lesquelles le rapport - yrr-^ est très voisin de w. Si Ton ne prenait pas

cette précaution, on pourrait ne plus arriver au résultat cherché,

ainsi que nous le constaterons sur un exemple.

Dans le cas simple par lequel nous avons commencé et qui corres-

pond à l'hypothèse (^{m) = e*", cette difficulté ne se présentait pas
;

nous avons vu que tous les déterminants A^^~'- à indices consécutifs

étaient des déterminants principaux

.

29. Les paramètres [ji et a peuvent s'exprimer par des quotients de

déterminants. On a déjà, en effet,

Q =
(B _ Q aA(^-i> Q (?A<P-')

d{i

(Q ]
H — aTF^îT Ad h\

' ^^*
di^ Y ^'^ Af/»-») d(t,A) f^" Atp-i) d{i,k)

et la résolution des équations (43) donne la valeur de olj^.

Ces expressions, reportées dans l'égalité (4^), donnent une relation

qui peut s'énoncer, d'une façon générale, sous la forme suivante :

Soit donné un tableau rectangulaire

a..
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ligne, on forme un déterminant d'ordrep :

b. ... /,

49

^2,3 =

a.

a. h

'7>+i /H-l

En supprimant la seconde ligne, on forme de même le déterminant

^3 • 4

A,.,=

^3

a,

a,

h,

ai>+i 7H-<

où nous avons interverti les lignes de façon que le déterminant A,,,

se déduise du déterminant Aa.j par une permutation circulaire effec-

tuée entre les lignes première, seconde et troisième du tableau (5i).

Enfin la suppression de la troisième ligne fournit pareillement le dé-

terminant
a^ bf ... /,

A.
,2 =

a^

a. f>.

"p-i-i 'p+t

Supprimons maintenant la deuxième et la troisième ligne, en même
temps que la première colonne; puis la troisième et la première ligne;

puis les deux premières ; nous obtenons les trois déterminants d'ordre

p-i

^.=
c.

'p+i

H.

"-/H-» !
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<^>.

p+i

C:

p+\

7>-t-i

P+i

Gela posé, on aura

A,>,3 0, •+- A3,, §2 -i- A,,2 §3 = O.

Ce fait peut se ramener à un autre bien connu, en mettant à gauche

du tableau (5i) une colonne formée tout entière de zéros, à l'excep-

tion du troisième élément qui sera égal à i . On obtient ainsi un déter-

minant
o «, Z>, ... /,

o «j b.^ ... Li

I «3 63 ... /g

o «4 It

o a />+' p-hi

égal à A,, 2. Les mineurs relatifs aux deux premiers éléments nuls sont

respectivement Aa.s et Ag,,, tandis que les mineurs correspondant aux

éléments a, et a^ sont c.^ et — S,. Entre ces quatre mineurs existe

bien la relation

A2,3 l5| — A3J §2 =-^4.2 ^3)

car la suppression des deux premières lignes et des deux premières

colonnes donne le déterminant §3.

30. On peut étendre la relation précédente à une substitution cir-

culaire de n-\- \ lettres, n étant un entier quelconque au plus égal à p.

Dans ce cas, il faudra, pour former le déterminant A, supprimer la

n -H i'^'"** ligne, et, pour obtenir le déterminant S, supprimer les n
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premières lignes en même temps que les « — r premières colonnes du

tableau (5i). La somme des valeurs que prend le produit Au, lors-

qu'on permute circulairement les /i + i premières lignes du tableau

(5i), est encore nulle si n est pair. Lorsque n est impair, il faut, pour

obtenir une somme nulle, faire précéder les termes alternativement du

signe -h et du signe — . En un mot, dans tous les cas, on multipliera

chaque valeur par -+- 1 ou par — t suivant que la substitution qui a

servi à l'obtenir appartient ou non au groupe alterné, et la somme

^n.P —

rt. ^

ap+)

-h(-i)«^

+ (~iV

/,

'«•+2

'^.

a

a,

sera identiquement nulle

tyT+l

"-ra—jJW-2

''n—(i-h.»

fH-i

^//— ti

'/)-!

àn^«—{H- {

'7M-I

/.

/«-'

^/»-t-<.

/.

.. /„

*p^ I
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Tout d^abord ceci a lieu pour n = i, ainsi que nous venons de le voir.

Pour p = n, le déterminant B se réduit à un seul élément, et il vient

^«,1 — 4^.H-(-l)«

Ctn
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qui est précisément une somme S„_,,p_, ; et il en est de même pour

Considérons maintenant un élément a dont l'indice soit supérieur à

« -h I
, soit Gp+i par exemple. Pour avoir le coefficient de a^^, , il

faudra supprimer la dernière ligne et la première colonne dans le dé-

terminant A et dans ses transformés. La dernière ligne du tableau

(5i) continuera à être représentée par les éléments hp+, , . . . /^^., qui

figurent dans le déterminant S. On pourra développer encore par rap-

port à ces derniers éléments et l'on trouvera, pour le coefficient de

chacun d'eux, une somme S,,,^-,.

Ces différents coefficients pouvant être supposés nuls, ainsi qu'il a

été remarqué précédemment, il en est de même pour S«,p, comme

nous voulions le démontrer.

On pourrait même aller plus loin et, au lieu d'opérer simplement la

substitution circulaire précédente, effectuer successivement toutes les

substitutions d'un groupe de degré n H- r contenant cette substitution.

La somme des valeurs du produit AS, précédées chacune du signe -h

ou du signe — , suivant que la substitution correspondante serait ou

non alternée, s'annulerait toujours. Car, si F désigne le groupe formé

par les puissances de notre substitution circulaire, on sait que les

substitutions du groupe donné seront données par un tableau de la

forme

où I, T,, .... T,_, désignent r substitutions. Or, en appliquant à

notre produit AS les substitutions T, F, on obtient la transformée de

S,j,p par la substitution T (multipliée par h- i ou — i suivant que T,

est alternée ou non), et ainsi des autres. Ces différentes transformées

étant nulles, puisque l'égalité S„,p = o est une identité, notre conclu-

sion est établie. Par exemple, la somme considérée sera nulle pour

tout groupe transitif de degré premier, car un pareil groupe contient

toujours une substitution circulaire.

Enfin, au lieu du déterminant S, on peut considérer un déterminant

A' obtenu, non plus en supprimant n— i colonnes du tableau (5i),

mais en lui laissant toutes ses colonnes et lui ajoutant n — i lignes

composées d'éléments arbitraires. Car ce déterminant est égal à une
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somme de déterminants S multipliés par des coefficients qui ne dépen-

dent que des lignes ajoutées et, par suite, les conclusions obtenues

pour le produit A§ s'appliquent au produit AA'.

TROISIEME PARTIE.

51, Dans cette troisième Partie, nous considérerons une série dont

nous supposerons le rayon de convergence ramené à l'unité par la

transformation (4), et nous rechercherons comment la nature des

singularités est liée à l'ordre de grandeur des coefficients. C'est la

marche qu'a suivie M. Darboux, dans le Mémoire précédemment cité

Sur l'approximation des fonctions de très grands nombres , en

supposant d'abord que la fonction considérée admette, autour de

chaque point singulier a^o, une partie principale de la forme -— r-»

où a désigne un nombre compris entre o et i . Il a étendu les résultats

obtenus au cas de a quelconque, en partant des relations qui existent

entre les coefficients d'une série et ceux des séries dérivées.

Pour appliquer des considérations analogues à des fonctions aussi

générales que possible, nous utiliserons la notion de dérivée généra-

lisée, telle que Ta présentée Riemann dans son Mémoire intitulé Ver-

such einer allgemeinen Aujfassung der Intégration und Differen-

tiation (*).

Conformément aux conclusions de ce Mémoire (-), a étant un

nombre quelconque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire, mais

auquel nous ne donnerons cependant que des valeurs réelles, nous

désignerons par le symbole Dlf{x) une fonction définie de la façon

suivante :

i** Pour a = o

(52) Dlf{x)^f{x).

(*) RiEMATîN. Œuvres complètes., Ed. Weber et Dedekind, p. 33i-34^.

(*) Riemann introduit dans l'expression de D*/(d7) certains polynômes arbi-

traires que nous supprimons ici, parce qu'ils sont inutile^ pour notre objet.



ESSAI SUR L^ETUDE DES FONCTIONS. 55

2" Si a est négatif, on prendra

(53) Dî/(^-) = r-(i-,)j^''(*- ^-r=-'/(--)«f^.

rintégration étant effectuée suivant un chemin rectiligne et ^ dési-

gnant un nombre tel que la fonction donnée soit régulière entre A" et a;.

Dans l'étude actuelle, toutes les fonctions que nous considérerons étant

régulières autour de l'origine, nous prendrons k = o.

Au reste, il convient de remarquer que les intégrales

f\x-z)-^ \/'{z)dz et r{x-z)-'''\f{z)dz

se comportent de la même façon au point de vue des singularités (*),

ce qui est pour nous le plus important.

(*) Soient, en eliet, J et J' les deux intégrales en question, prises pour un

point ordinaire a; de la fonction. Joignons {fig. '?) les points k et k' par un che-

min quelconque ne passant pas par le pointa? et ne coupant aucune des droites kx

etk'cc. Enfin, du point.rcomme centre, décrivons entre ces deux mêmes droites un

petit arc de cercle mm'. Nous formons ainsi un contour kmm' k'k le long duquel

l'intégrale de {a: — z)-'^-^f{z)dz sera nulle si les points k, k' , x ont été pris

intérieurs au cercle de convergence. L'intégrale suivant mm' étant infiniment

petite avec le rayon du cercle, on voit que la différence entre Ifs intégrales J

et J' est égale à l'intégrale / {^x— z)~*^'/(2)fl?3, laquelle est holomorphe,

excepté sur le chemin kk'

.
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3" Si a est positif, E désignant le plus petit entier qui comprend a,

on calculera, d'après les formules (52) ou (53) la fonction Dfr^'/(x),

et Ton en prendra la dérivée d'ordre E à la façon ordinaire.

Sif(x) est développée en série de la forme

(2) /(oc) = «0 +- a, ic -h . . . H- a,„x"^ -+-...,

il est facile d'obtenir le développement de T)'^.f(x). Il suffit de partir

des formules données par Riemann (*
) pour la valeur de D'^x'". Nous

écrirons de préférence le résultat obtenu sous la forme

(54) :i-D«/(.x-)=.J;a„
r {m -h I — a )

32. La formule qui donne D^a?'" a été trouvée par Riemann en

effectuant dans l'intégrale

D.>'^=—-^ f (x — zy 'z"'dz

la transformation z = tx^ ce qui donne

et il est à remarquer que, dans l'intégrale qui figure au second

membre, on donne à (i — /)""' sa valeur réelle et positive; car

c'est seulement à cette condition que cette intégrale est égale à

T{ m-\-\) r(--«)

T{ni H- I — a)

Si nous opérons la même transformation dans la formule (53), dans

l'hypothèse /Ir = o, nous trouvons

(55) x^l)lf{œ)=--^^f\i-iy^-fi^tœ) dt.

On voit que cette nouvelle formule (55) a l'avantage de donner

(') Loc. cit., p. 343.
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pour a7«'D^/(ir) une valeur parfaitement déterminée, puisque (i — t)"*'*

devra recevoir sa détermination réelle et positive.

53. Si nous posons r = f?^ et que nous formions le symbole D en

considérant/ comme fonction de y, nous obtenons une nouvelle ex-

pression, que nous désignons par la notation (ô*/(a7).

L'intégrale (^3) devient dans ces conditions

Nous supposerons la fonctiony privée de son terme constant, autre-

ment dit s'annulant à l'origine . L'intégrale précédente deviendra dès

lors finie pour k = o. En y posant 2= toc, nous pourrons écrire, pour

les valeurs négatives de a,

(57) »«/(^) = _L_jr'(Ll)— /(<^)y-

Dans tous les cas, le développement en série de (©"/"( a?) sera le

suivant

(58) Q^.fix) = ^a^x'-m\

Pour a négatif, ce développement résulte de la formule connue

D'ailleurs, le développement de -jr^ = xf'{^x) se déduit bien de

celui de/(a7) en multipliant le coefficient de a?"* par m, d'où l'on con-

dut que le développement de ^^^ ^ s'obtient en multipliant le coeffi-

cient de a?'" par m^. Le développement (58) est donc général.

De ce développement résulte que si / est développable en série

autour de l'origine, on a toujours

(t)>J/(a:) = (D,rVW-
H. 8
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iSous remarquerons aussi qu'il n'existe qu'une seule fonction z> dé-

veloppable en série de Maclaurin et telle que 0*9(3?) ^f{x) - c'est

la fonction

54. Les développements (54) et (58) sont absolument convergents

en même temps. Nous remarquerons, en eftet, que le rapport des coef-

ficients correspondants a pour limite i.

Pour a entier et positif, ceci se reconnaît immédiatement, car la

quantité
^ {fn-+-i)

^^ réduit à un polvnAme entier en m, de
^ r(/wH-i — a) * "

degré a.

Pour les valeurs de a non entières et positives, il suffit d'utiliser la

valeur asymptotique de T{m) pour m très grand: on trouve ainsi

"^ r(w-t-l — a) (WH-I — a)'«-^f-«

m+l—oL
6'--(w-hi)*(n- -—^^

)^ -^ \ m-\-i — a/

Le dernier facteur a pour limite <?" et détruit ainsi le premier lorsque

m devient infini, de sorte qu'il reste bien

55. Les expressions (55) et (57) conduisent à envisager les opé-

rations x*Dl/(x) et ^lf{x) comme des cas particuliers de la

transformation

(59) ç(ar)=r'v(0/(te)rf/,

laquelle présente, au point de vue qui nous occupe actuellement, des

propriétés intéressantes (' ).

(^) M. PiNCHKRiE {Acta mathematica, t. X, p. iqS-iSa) a étudié la iransfoima-

tion F(;r) = / cp(y) A(£F, /)c/v. Mais il ne s'est pas placé au même point de vue
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Convenons d'abord, pour fixer les idées, que l'intégrale soit prise

suivant Taxe réel. Dans ce cas, la fonction V(r) peut n'être définie

que pour les valeurs réelles de t comprises entre o et i. Il faudra seu-

lement que l'intégrale / |V {i)
\
dt ait une valeur finie M. Même, dans

le cas ou /s annule pour ^ = o, il suffira que l'intégrale / j i V(z)
j
dt

soit finie.

Donnons à x une valeur telle que la fonction donnée y* soit régulière

au point correspondant; que, de plus, la droite qui joint ce point à

l'origine ne passe par aucun point singulier àef. Je dis que la nouvelle

fonction 9 sera régulière en ce point.

L*intégrale (39) donnera tout d'abord pour cp une valeur finie et

déterminée. Si maintenant nous donnons à ic un accroissement /l,

nous trouvons

©(x -+-/*)- ça7=r r y{t)[f{tx^th) —/(tx)]dL

Or on peut obtenir une expression de la quantité /(f 2: +- th) — f{tx)

de la façon suivante. On a

La fonction f{z) est, d'ailleurs, uniformément continue dans un

triangle ayant pour sommet Forigine et comprenant le point x à son

intérieur {fig> 3), de sorte que l'on peut, pour toute valeur de z si-

tuée sur la droite qui joint le point tx au point tx -¥ th^ remplacer

f\z) par/'(ïa7) -f- Oe, où G est de module plus petit que i et £ un
nombre que nous pouvons supposer aussi petit que nous le voulons,

que nous. Il considère cette expression « comme un algorithme appliqué au

sujet variable «(/) et dont les propriétés essentielles dépendent de la foncliion

K\^.r,Y) ». C'est précisément, comme on le voit, l'inverse de ce qui est fait dùns

le texte.
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si h esl assez voisin de o, et cela indépendamment de la valeur donnée

à /. Dans ces conditions, on a

f{tx H- Ih) - f(tx^ = th[f'{tx) -h ôe],

d'où

r^{x -^ h) — 9(07) = h f\\(t)/'(tx)dt-h^iU

La fonction ^ a donc bien une dérivée et est, par suite, holomorphe

au point considéré.

l'ifr. 3.

Les seules singularités de la fonction o sont donc des coupures

icctilignes tracées suivant les prolongements des droites qui joignent

l'origine aux différents points singuliers de la fonction y.

56. Mais ces coupures elles-mêmes ne sont en général qu'appa-

rentes et dues à la façon trop restreinte dont nous avons défini l'ex-

pression ©, en exigeant que l'intégration fût effectuée le long du che-

min rcctiligne. C'est un fait bien connu que les choses se passent tout

autrement lorsqu'on conserve à la fonction toute sa généralilé en lais-

sant le chemin d'intégration indéterminé.

Soient tracées, par exemple, du point a; = o au point x = i, deux

lignes quelconques situées de part et d'autre de l'axe réel (Jig. 4), de

façon à former un fuseau F. Supposons que la fonction V(^) soit ho-

lomorphe à l'intérieur de ce fuseau; supposons, de plus, (|ue les pro-

duits ^V(/) et (i — /) V(/) tendent vers o lorsque la variable / s'ap-

proche, par des chemins intérieurs au fuseau, de la valeur o pour le

prejnier et de la valeur 1 pour le second, et cela de façon que J'inté-

giale / |V(^)||û?/|, prise le long d'une ligne rectifiahle quelconque
«^0
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intérieure au fuseau, soit finie {*). Même, si l'on se borne à considérer

les fonctions/, qui s'annulent pour ic = o, il suffira que ces propriétés

appartiennent à la fonction t\(t), c'est-à-dire que les produits i'' V(^),

Fig. 4.

/V(i — t) tendent vers o avec t et que l'intégrale / jiV(/)||û?/| ail

une valeur finie.

Sur la ligne (o, x) comme base {/ig- 4) décrivons un fuseau F'

semblable à F. Il peut arriver que ce fuseau F' ne renferme aucun

point singulier de la fonction donnée. En ce cas, nous voyons d'abord

que les intégrales (Sq) prises suivant deux chemins différents C et C,

à l'intérieur du fuseau F sont égales. Il suffit, pour s'en rendre compte,

de décrire, des points o et i comme centres, deux petits arcs de cercle

coupant les chemins C et C,, l'un aux points /? et /?,, l'autre aux points

q et g^. L'intégrale de la fonction V(/)/(/.xr) le long du contour fermé

pqqsPiP étant nulle, la diftérence des intégrales {pq) et (^p^q^^e&X

égale à la difTérence des intégrales ippi) et (qqt), lesquelles tendent

vers o avec les rayons des cercles, à cause des hypothèses faites sur la

fonction V.

Nous pourrons donc considérer exclusivement l'intégrale prise sui-

(*) Ceci arrivera, par exemple, toutes les fois que la fooctiou V sera, aux en-

irons de l'origine, plus petite que — et, aux environs du point t=: i, plus pe-

tite que
^~jyi>

l'exposant a étant pluis petit que 1. Du reste, il faut remarquer

que le mol finie signifie ici : finie pour chaque intégrale. Il n'est pas nécessaire

qu'il y ait une limite supérieure commune à toutes.
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vant le chemin redtUig^ne, et les raisonnements donnés ci- dessus s'ap-

pliqueront sans modification.

Supposons maintenant que x soit toujours laffixe d'un point ordi-

nair<3 pour la fonction y*(ic), mais que le fuseau F' renferme des points

sinj^uliers de cette fonction.

Si la fonction /' n'a que des points singuliers formant une suite

ponctuelle, on pourra, à l'intérieur du fuseau F', tracer un fuseau

F' {Ji'j;- 5) compris entre deux, lignes allant du point o au point a?, et

Fig. 5.

ne renfermant pas de point singulier. Soit F* le fuseau intérieur au

fuseau F et qui correspond au fuseau F', . Nous prendrons l'intégrale

(Sq), non plus siiivant le chemin rectiligne, mais suivant un chemin C
intérieur au fuseau F, et nous pourrons refaire les raisonnements

précédents en désignant, cette fois, par M l'intégrale /
|
V(/^)

|

jc^f
|
(ou,

si ^ s'annule avec x, l'intégrale /
|
iV(/)

1

1 6/^|). La fonction repré-

sentée par lïntégrale (39) prise le long du chemin G est donc holo-

mopphe autour du point considéré.

Ainsij d'après notre nouvelle définition, la fonction p devient en

général multiforme, puisque sa valeur dépend du fuseau F'^ ; mais elle

n'a plus d'autres points singuliers que ceux de la fonction /.

57. Lorsque f est une fonction régulière à Tintérieur d'un certain

cercle, si l'on ne considère que les points singuliers situés sur ce cercle,

il est évidemment indifïérent de considérer la fonction dans sa défini-

tion restreinte, ou, au contraire, dans toute sa généralité.

Dans ces conditions, le développement de 9 est lié à celui de y* par
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dus relations parliculièrement simples. Il est clair, en effet, que le

coefficient de x"' dans le développement de ç s'obtiendra en multipliant

le coefficient correspondant a,„ de /par la quantité

(60) e,„=:f\(t)rdê.

On peut donc former, et cela d'une infinité de manières, des suites

de nombres par lesquels on peut multiplier les coefficients successifs

d'une série sans changer ses points singuliers.

Soit, par exemple,

nous trouverons

21
= l-sin(Lw),

et, comme on peut, sans modifier les singularités, remplacer /(a:) par

x/'{x)j nous pourrons prendre

(61) e»OT 3= sin(Lm).

38. Cette valeur de e,„ va nous servir à démontrer un fait annoncé

dans la première Partie (n** 7), à savoir que la série (2) peut admettre

pour point singulier unique sur le cercle de convergence le point ^\„

sans que le rapport —'^^ tende vers x^. En effet, puisque la transfor-
mez;. -t-i

mation précédente conserve les points singuliers, nous aurons manifes-

tement fourni la démonstration demandée si nous établissons que le

rapport —^ ne tend pas vers la limite 1 lorsque m augmente indefî-

niment.

Nous considérerons, à cet etTet, le résidu minimum de hm par rap-

port à 2TI, c'est'à-dire que nous poserons

hm = a/fTc -t- 4*,

k étant un entier et ^ étant compris entre — it et -Mt.

Il est facile de constater que ce résidu ^ pourra s'approcher autant
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qu'on voudra d'un angle quelconque a. Car, si l'on prend k suffisam-

menl grand, les quantités e^'''^^'^^
^aATc+^n+s^

^j^j^^ \.^ différence cbV égale

au produit du nombre fixe é*"^* — ^*par k nombre très grand e'^'^^

comprendront certainement un nombre entier, et même autant de

nombres entiers qu'on le voudra.

l^n particulier, prenons a — o et soient m et m 4* i les deux entiers

consécutifs qui compi-ennent le nombre e-'''^ Les valeurs de Lm et de

\j{m +- 1) seront respectivement de la forme ^^au-e ^^ ^2A3t+«^
ç,^ ^^^

suite leurs sinus sei'ontde signes contraires. La formule (61) donnera

donc pour îe rapport ^~~ Une valeur négative.

O
Envisageons maintenant le rapport X'"^^ • D'après ce que nous sa-

vons sur L(m 4- r) et L(m -+- 2), les sinus de ces deux quantités se-

ront sensiblement égaux à L(m H- i) — 2 A"rr et \u(m h- 2) — ikr:. Or

la quantité L ^i^^^-. peut se remplacer elle-même, à un infiniment petit

d ordre supérieur près, par—yh ' ^ et, de même, a L ,^^ on peut

substituer —^kH i • Le rapport J^^^ est donc infiniment peu différent

wyi -4— O -II- f»^fCTZ ^P,

de -~
~—^-iT^^ quantité évidemment supérieure à 2. De môme, -—^

sera supérieur à t, et ainsi de suite. Au contraire, ^
""

pourra se

remplacer par ^kvi_(
—

zr~\^ ^^^ ^^^ P^^^ petit que-, "et Ton pourrait

opérer d'une façon analogue pour ~^
Ainsi; nous voyons que ce rapport ^""*"' peut prendre, et cela aussi

loin qu'on voudra dans la série, des valeurs plus grandes que a — a, ou

plus petites que - 4- £, ou môme négatives. Il est donc établi que ce

rapport ne tend pas vers l'unité.

Si, par exemple, on part de la fonction _ =Sj;'", on en déduira

par notre transformation la fonction

(62) ^shiL(m)x"',



KSSAI SUR L ÉTUDE DES FONCTIONS. 65

laquelle admettra pour point singulier unique le point x = i, sans que
le rapport de deux coefficients consécutifs ait pour limite l'unité.

On pourrait, il est vrai, objecter que la transformation (59), tout

en n'introduisant aucun point singulier, peut avoir fait disparaître

ceu\ qui existaient auparavant. Mais ici nous sommes assuré du con-

traire par la considération du cercle de convergence. Tl résulte, en

effet, de ce qui précède que sin Lm a une infinité de valeurs voisines

de I . Le rayon de convergence de la série (62) est donc égal à l'unité,

et, par suite, la fonction qu'elle représente possède sur le cercle de

rayon i un point singulier, lequel ne peut être, comme nous le savons,

que le point x = r

.

."59. Nous introduirons encore une notion préliminaire relative,

celle-ci, aux fonctions continues et voisine de la notion connue de fonc-

tion à variation limitée.

Nous dirons qu'une fonction continue, réelle ou imaginaire, de la

variable réelle x est à écart fini dans un intervalle (a, Z»), lorsque les

intégrales /i/cos«ic/(x)û?a7 et n 1 sin nx/(x) dx
,

prises entre des

limites quelconques intérieures à l'intervalle (a, b), restent finies et

moindres en valeur absolue qu'une quantité fixe I lorsque n augmente
indéfiniment. Cette quantité I sera dite Vécart de la fonction dans l'in-

tervalle (<2, b).

Une fonction à écart fini reste à écart fini lorsqu'on effectue un chan-

gement de variable tel que x ^^Xx' -\- \k. Car cette transformation

change les intégrales précédentes en d'autres qui en dépendent pat

des relations linéaires à coefficients finis.

Une fonction à variation limitée est nécessairement à écart fini. En
particulier, une fonction est toujours à écart fini lorsqu'elle a une
dérivée finie. En effet, soient «', b' deux nombres compris dans l'inter-

valle («, h). Pour évaluer l'intégrale

1 ncosnx/(x)dx =
I

f(x)d(smnx),

nous décomposerons l'intervalle («', b') en intervalles partiels dont

chacun (les deux extrêmes exceptés) aille de -^ à i—"tli^. Dans cha-
.

n n

H.
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cun do ces intervalles, nous pourrons remplacer / par y.^ + OS^, le

nombre [Xyt étant le minimum de /dans l'intervalle considéré, ô^ son

oscillation, une quantité variable comprise entre o et i. L'intégrale

prise dans l'intervalle partiel se décompose donc en deux, dont l'une

est nulle et l'autre plus petite en valeur absolue que ^a. Pour les inter-

valles extrêmes, le minimum (j(, est infiniment voisin de f{a) ou

de /(//); l'oscillalion § est infiniment petite, de sorte que l'intégrale

est infiniment voisine de /(«')sin«a' o\i àa f{h')^mnb' . iVotre inté-

grale totale est donc moindre en valeur absolue que

Và.+ i/(a')i + !/(//)|

et reste finie si la fonction donnée est à variation limitée.

On pourrait recherclier si l'inverse a nécessairement lieu, auquel

cas la notion que nous introduisons se confondrait avec celle de fonc-

tion à variation limitée. En tout cas, elle est distincte de la notion de

fonction continue, ce que nous constaterons sur la série (i i) (i'* Partie,

n^ 12). M. Weierstrass a démontré que si, dans cette série, on fait

ca =• fi{^, la partie réelle de l'expression ainsi obtenue est une fonction

continue, mais non à variation limitée, de l'argument 0. Nous recon-

naîtrons plus loin que cette fonction n'est pas non plus à écart fini.

fîln multipliant une fonction / à écart fini par une fonction con-

tinue •>};, qui varie toujours dans le même sens, on obtient encore une

fonction à écart fini, et le nouvel écart est égal à l'ancien, multiplié

par deux fois la plus grande valeur absolue que prenne le multiplica-

teur. C'est ce que l'on reconnaît en appliquant à l'intégrale

nf'^'/co^cosnxdx

le second théorème de la moyenne. Si la fonction
J/

a un nombre fini

de maxima et de minima, on obtiendra le nouvel écart en multipliant

l'a^ncien' par la plus grande valeur absolue de '^ et par le nombre des

maxima et minima.

Une fonction est à écart fini pour une valeur de la variable, si l'on

peut trouver un intervalle comprenant cette valeur et dans lequel la

fonction soit à écart fini.
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Lorsqu'une fonction n'est pas à écart fini dans un intervalle (a, ^),

c est qu'il existe dans cet intervalle une ou plusieurs valeurs de x pour

lesquelles la fonction n'est pas à écart fini. Ceci se voit à la manière

ordinaire, en décomposant l'inlervalle (a, h) en parties de plus en

plus petites, de façon à former une double série de nombres tendant

vers ime limite commune.

Enfin, la notion d'écart se définit sans difficulté pour les fonctions

de variable imaginaire. L'écart d'une fonction le long d'une portion de

courbe donnée, de longueur /, sera l'écart de la même fonction consi-

dérée comme fonction de l'arc de cette courbe compté à partir de

l'une des extrémités de la portion donnée et variant de o à /.

40. Cela posé, nous considérerons, ainsi que nous nous le sommes
proposé, une fonction définie par la série (2), dont nous supposerons

le rayon de convergence réduit à l'unité, et nous démontrerons tout

d'abord la proposition suivante :

Sila série'^a,n, formée par les coefficienta de la $érie {2), esl

absolument convergénie, et de telle façon que mljm attende vers o,

la fonction fi^x) sera finie, continue et à écart fini sur le cercle de

convergence.

Les deux premières parties se voient immédiatement, la série ( 2 )

étant, dans les conditions de l'énoncé, uniformément convergente à

l'intérieur du cercle de convergence et sur ce cercle.

Pour démontrer la troisième, nous désignerons par l'argument de

la variable x qui décrit le cercle de rayon i, et, au lieu des intégrales

n\ cosn^f(e'^)d(i, ni sin nùf(e'^)dB, nous considérerons, ce qui

revient évidemment au même, les expressions n
f

e"'^f (e'^) dO

,

e'"'^f(e^^)dO. La série (2) étant uniformément convergente,

nous pouvons remplacer f par son développement et intégrer terme

à terme. On trouvera ainsi, pour la première intégrale, la valeur

2 ^^^m|^^'"^"^'^-^""""''"], quantité plus petite que 2 S, si S dé-
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signe la somme de la série^)!»/»!- La seconde intégrale prendra la

forme Y ~ a,n\
e^""'"^'^ — e''" "'*|, où il faudra seulement, si n est

m-i

un entier, remplacer le terme correspondant km — ii par /^a„(a — p).

Ayant choisi un nombre fixe k plus petit que i et un nombre iixe K
plus grand que i , nous diviserons les termes de la série en cinq parties.

La première partie comprendra tous les termes dont le rang est

moindre que kn. Pour chacun de ces termes, la quantité ^~:- est, en

valeur «bs-olue, moindre que zTk' ^^ ^^^^^ ^1*^® ^^ somme partielle

ainsi obtenue a un module inférieur à jzzj'

Tout pareillement, une seconde partie sera formée des termes à

indices plus grands que K/i. La quantité ^^ ^ étant alors constam-

ment moindre que ^~ > cette seconde partie sera inférieure k •^— •

Nous isolerons, pour en former un troisième groupe, les deux

termes dont les indices //„ et n^,-^ i comprennent le nombre //, ou le

ternie de rang //, si n est entier. Dans ce dernier cas, le terme corres-

pondant de notre intégrale, étant égal à na„{cf. — P), est très petit si n

est très grand. Il en est de même dans la première hypothèse; car le

nombre « - «o, par exemple, est plus petit que j, et, d'autre part,

comme on peut évidemment, sans changer les expressions que nous

avons à considérer, augmenter a ou ^ de ik-tz, la différence a — p peut

être supposée inférieure à ?: en valeur absolue. La quantité

^(«.-.)I1»_. eK-'')i-^ î^'--""^ sin l^^^^.rii)

aura son module moindre que {n - n^){a. - ^), ce qui, en multipliant

nar Z^^"'-, donne un produit moindre que /*«„.( a — ^), et Ton arri-

verait à une conclusion analogue pour le terme de rang n^ + i

.

Enfin, le quatrième groupe comprendra tout ce qui est intermédiaire

entre le premier et le troisième; et le cinquième, les termes intermé-

diaires entre le troisième groupe et le deuxième. Les parties de nos
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intégrales correspondant à ces deux groupes tendront vers o lorsque n

auj^njenlera indéfiniment. Soit, en effet, «> le plus grand coefficient qui

fasse partie de Fun de ces groupes. Ce groupe donnera dans rintcgrâle

une partie moindre (|ue na^
(

i +- - -h . . . H- -)? où v désigne le nombre

dçs termes du groupe, le(}uel est, ainsi que X, dans un rapport fini

aveo n. Or la quantité entre parenthèses est, comiiïe Ton sait, de l'ordre

de Lv, et, par suite, le produit tend verso; car nous avons supposé,

en commençant, que XLX. «x était nul pour A infini. La seconde inté-

grale / c "^^f(e'^)cB est donc finie comme la première et notre prc*-

position est établie.

iVous obtenons, en outre, une expression de l'écart. Cet écart est

de la forme A , S H- A^a .x, où /r , et k^ sont des nombres finis, \x désignant

la pluij grande valeur de tnhm }a« |:

héciproquement, si lafonctionf est Jinie, continue et àécart Jini

sur le cercle de convergence, la série formée par ses coefficients

sera absolument convergente, ou si elle ne l'est pas, elle le devien-

dra lorsqu'on remplaceraf{x) par ^x^Ji^oc), le nombre t étant po-

sitif, mais aussi petit qu'on le voudra, et la convergence ayant lieu

de telle façon que mhma,^ tende vers o.

Poui' démontrer cette céciproque, nous aurons recours aux expres-

sions des coefficients sous forme d'intégrales définies

«-=ïï,.i
'/{z)dz

l'intégrale étant prise suivant un cerefe intérieur au cercle de conver-

gence.

Tout d'abord, puisque la fonction donnée est finie et continue et

par suite, comme on sait, uniformément continue à rinlérieur du
cercle de convergence et sur ce cercle, on peut prendre l'intégrale star

le cercle même, la difiërence des intégrales prises sur les circonfé-

rences de rayons i et i — £ étant iufiniment petite avec î. On a ainsi
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Or cette intégrale, si nous supposons la fonction à écart fini, est au

plus de l'ordre de —• Si nous la multiplions par - -> ce qui revient à

remplacer /(.r) par (^'jî^fÇ-^) elle deviendra le terme général d une

série absolument convergente dans les conditions indiquées.

Si l'on considère, par exemple, la série

( M ) i -h Ox'' -h . . . -\- h'^x'^ +-...,

dont il a été question précédemment, on voit que, si
|
^c

|
> i , le mo-

dule de a,„ ne devient pas constamment plus petit que — ' puisque,

pour m -- c", on a ma,„---{bcy. La l'onction représentée par cette sé-

rie n'est donc pas à écart fini sur le cercle de convergence. Elle ne

i*esL même sur aucun arc de ce cercle, sans quoi nous pourrions rai-

sonner comme au n** 12 (première Partie) et montrer qu'elle serait

également à écart fini sur tous les arcs se déduisant du premier par

des rotations successives d'angle ~~
> lesquels, si petit que soit l'arc

donné, recouvriront par leur ensemble la circonférence entière si A a

été pris suffisamment grand.

De ceci nous pouvons également conclure que la fonction considé-

rée, pour
I

bc\ >• I, est à variation illimitée sur tout arc de cette cir-

conférence, allant ainsi un peu plus loin que M. Weierstrass, lequel

n'avait établi le fait que pour \bc\'^ i -\ -•

41. Des théorèmes précédents résulte que si /est finie, continue et

à écart fini sur le cercle de convergence, il en est de même de toutes

les fonctionsU)"*/ ('où a >« o).

Nous nommerons ordre de la fonction sur un arc du cercle de con-

vergence le plus petit (
'

) nombre w tel que (^~'^f(x) soit, sur cet arc,

fini, continu et à écart fini, ou le plus grand nombre tel que cô~*^/(x)

ne remplisse point ces conditions; en un mot, un nombre tel que

cD~'*"^/(ic) soit fini, contiiui et à écart fini, quel que soit le nombre

(*) Ce mot est pris dans son sens algébrique; il n'est pas relatif à la valeur

absolue.
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positif a, mais que l'une de ces propriétés fasse défaut à (Sd~'^'^^f(x).

Le nombre w sera ainsi défini dans tous les cas; il pourra se faire qu'il

soit égal à =t 00.

La somme de deux fonctions d'ordre w est d'ordre au plus égal à co;

la somme de deux fonctions, l'une d'ordre «o, l'autre d'ordre moindre,

est nécessairement d'ordre co.

Si maintenant nous faisons intervenir les théorèmes que nous ve-

nons de démontrer, nous arrivons à cette nouvelle définition de Tordre :

IJordre d'une fonctionf le long de son cercle de convergence est
T j 1

égal à la limite supérieure, pour m infini, de '' '"
y augmentée

d'une unité.

Soit, en effet, eu — r cette limite supérieure. On aura, à partir

d'une valeur de m suffisamment grande,

\a,n\<m *
,

et, par suite, la fonction CJt)J"~^/(a7) satisfera aux conditions du n** 40.

Au contraire, il existera une infinité de termes tels que le coeffi-

cient a,n soit supérieur à m**~^~'. La fonction (S^~^^'f{ou) ne peut donc

pas être finie, continue et à écart fini sur le cercle.

42. De la même façon que nous avons défini l'ordre sur un arc du

cercle, nous pouvons définir l'ordre en un point x^ de ce cercle : ce

sera un nombre w tel que (ï>^"~^/r-^) soit fini, continu et à écart fini

autour du point a^o, mais non (©""^'/(ic).

Les seuls points pour lesquels il y ait lieu de considérer l'ordre

sont les points singuliers ; en un point ordinaire l'ordre est manifes-

tement égal à — 00.

A la définition précédente on peut évidemment substituer celle-ci :

une fonction sera d'ordre co au point x^ s'il existe un arc comprenant
ce point et sur lequel la fonction soit d'ordre û>.

Une fonction d'ordre (o sur un arc quelconque présente sur cet arc

au moins un point d'ordre w, ainsi qu'on le reconnaît encore par le

procédé qui consiste à diviser l'arc en parties de plus en plus petites.
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La réciproque (') étant évideiiiment vraie, on peut énoncer la propo-

sition suivante :

Vordre d^une fonction sur un arc du cercle de convergence est

égal au plus grand des ordres qu'elle prend aux différents points

de cet arc,

à laquelle nous ajouterons :

Si unefonction présente aux environs de x^ une infinité de points

où Vordre soit infiniment voisin de a>, son ordre au point x^ est au

moins égal à (o.

Enfin la liaison entre les ordres d'une fonction sur le cercle et sur

ses différentes parties est encore montrée par le théorème suivant :

Une fonction d'ordre (o sur un arc déterminé et en ses points

extrêmes peut être remplacée par une somme de deux fonctions^

dont l'une est d'ordre égal à (x> ou dépassant co d'aussi peu qu'on

îe veut sur le cercle entierj et l'autre est holomorphe en tous les

points de l'arc considéré.

Envisageons, en effet, la fonction «p = (©^"'/(a?), qui est iinie, con-

tinue et à écart fini sur Tare donné. Par les deux extrémités de cet arc

faisons passer une circonférence quelconque ach {fig. 6); puis, avec

Torigine comme centre, décrivons un arc de cercle gd^ h de rayon ir- y)

(où Y] désigne un nombre positif infiniment petit). Les deux arcs de

cercle, qui se cou[)ent aux points g et A, délimitent une aire T où la

fonction o est holomorphe et où l'on peut lui appliquer la méthode de

M. x\ppell. On aura ainsi

ou

et

7, = _L. r îiiid,,

"ilt^ .1, . . -S—X

(*) C'est-à-dire qu'une fonction qui présente sur un arc un point d'ordre <«

esl, sur cet arc, d'ordre au moins égal à w.
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Mais dans ces ég^alités nous pouvons maintenant supposer que le

cercle g df h ne soit autre que le cercle de rayon i lui-même; car si

nous faisons tendre yj vers o, les intégrales 9, et O2 varieront continû-

ment, puisque 9 est continue.

La fonction 9, est alors développable en série de la forme 2X;„a?", où

X„ est donné par la formule

laquelle montre immédiatement, puisque <^(s) est à écart fmi, que le

module de X„ est plus petit que — » le nombre k étant fixe. D'ailleurs,

<p2 est aussi développable en série de Maclaurin, puisque c'est la diffé-

rence de deux fonctions développables.

Formons maintenant les fonctions/, = cD^^^ç, et/a^ (O'^^'^'o^ dont

la somme donnera la fonction y*. La première est d'ordre a> -4- s au plus

sur le cercle entier, puisque le coefficient du terme en x'", à savoir

X,„m**^% est plus petit que km'^^~* . La seconde/, est holomorphe sur

l'arc donné. Le théorème est donc démontré.

Il semble que le raisonnement précédent n'établisse pas la régularité

de /a ^ux points a et b, extrémités de l'arc donné. Mais nous avons

déjà remarqué que la fonction/, qui est dWdre au plus égal à o) au

point a, est nécessairement du même ordre sur un petit arc aa' contigu

au point a. En opérant de même pour l'extrémité b et portant à la

suite de l'arc ab un petit arc bb'^ on pourra refaire la démonstration

en partant de l'arc a'b', ce qui supprime toute difficulté.

H. 10
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43. Nous avons défini l'ordre en considérant (£>~'^/(x). Mais à

cette expression on peut tout aussi bien substituer x'''"D~*^/(x)y

d'après ce que nous avons remarqué au n" 55.

Cette dernière fonction nous sera plus commode pour l'étude que

nous allons entreprendre maintenant, et qui consiste à rechercher com-

ment Tordre d'une fonction au point x^ est lié à son ordre de gran-

deur autour de ce point. Mais cette étude ne sera pas également facile

dans tous les cas.

Si, en effet, on suppose, par exemple, que notre fonction soit une

somme de termes de la forme — > où les a sont positifs, l'ordre

au point Xf, sera nécessairement le plus grand des nombres a.

Il n'en sera pas de même dans les cas où l'ordre sera négatif et où

notre fonction sera une somme de puissances positives de x — x^- Car

alors il peut se faire que le terme de moindre degré en x — x,^ soit un

terme holomorphe qui n'aurait aucune influence sur l'ordre. Par

exemple, la fonction A(x — x^) -+- B(x — Xo)'^ n'est pas d'ordre — i,

mais bien d'ordre — f . Aussi nos propositions fondamentales seront-

elles établies exclusivement pour les ordres positifs, ce qui ne nous

empêchera pas d'étendre leurs principales conséquences aux ordres

quelconques.

En premier lieu, si la /onction f a, sur un cu^c déterminé et à ses

extrémités j un ordre inférieur au nomhre positif oi, et que l'on dé-

crive, avec un l'ayon voisin de l'unité, un arc de cercle limité aux
mêmes rayons que le premier {fig. 7) :

I** Le produit (i — p)'^/(p<?'^) tend vers o, et cela uniformément,
quel que soit l'argument 0, pourvu que le rayon correspondant

coupe l'arc donné;
2*" Si I désigne l'écart sur l'arc de cercle de rayon p, le produit

(i — p)**! tend aussi vers o.

Supposons d'abord la fonction d'ordre moindre que a> sur le cercle

entier. Le quotient ——7 tend vers o pour m augmentant indéfiniment.

Si nous désignons par G^ le coefficient de x"* dans le développement

de /^_^)o> ' "^"s pourrons dire encore que le quotient^ tend vers o.
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Car la quantité u^ = ——- ^ i est comparable a -t—t' arasi^ '» r(a>) r(/n-}-i) ^ r(w)

qu'on Ta vu au n** 55. Si donc £ est un nombre donné aussi petit qu'on

a

a"

le veut, on a, à partir d'une certaine valeur rrio de m,

On peut admettre que cette inégalité est vérifiée aussi pour les va-

leurs de m inférieures à m^, sauf à ajouter un polynôme ^(x) de de-

gré m^, La fonction/ sera donc constamment plus petite que

ï2 p-G^ + l
«(*)!•

D'ailleurs2] p"^^Z étant égal à _ > il viendra

(l-p)»|/(x)i<^4-(.-p)-|«|.

Or le second membre de cette inégalité peut être rendu moindre que t

pour p suffisamment voisin de i

.

Quant à l'écart I de la fonction sur le cercle de rayon p, nous avons

vu précédemment (n°40) qu'il est égal à A:, S -h Ar^jx, en appelant S la

série formée par les modules des termes de la série (2), et ja la plus

grande valeur du produit mhm
\ a,„ip"*. On peut appliquer au premier

terme S le raisonnement précédent, et Ton voit que le produit (i — p)**S

tend vers o

.
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Pour avoir une limite supérieure de [t., nous pourrons d'abord nous

borner à considérer les valeurs de m supérieures à un entier déterminé

quelconque; car, pour jn fini, le produit mLm| a,„ |p''^(i - p)^ tend

évidemment vers o. Or, pour m suffisamment grand, le module de a,„

.1,(1)'—!

est moindre que -ï » en appelant w' un nombre plus petit que co,

mais plus grand que l'ordre de la fonction donnée. Si nous rempla-

çons p par f — Y], nous voyons que nous avons à considérer la ])lus

grande valeur delà quantité (i — y]
)"'//?'"' y]*^ et à rechercher ce que de-

vient ce maximucn lorsque y] tend vers o.

Ivu écrivant que la quaatité en question s'accroît par le changement

de m en m-\-i, nous trouvons que m doit être plus petit que

__ Si m,j désigne le plus petit entier supérieur à cette limite,

nous voyons que notre expression croît jusqu'à m = m^ et décroît en-

suite. Le maximum a donc lieu pour m == m^. D'ailleurs, /;/(, peut être

remplacé par — ? à une erreur près qui reste finie pour yj infiniment

petit, et, par suite, ne peut altérer que dans un rapport fini le produit

qui nous occupe. Ce dernier prend alors la forme

Le premier facteur a pour limite c*^'; le produit des deux autres tend

vers o. La seconde partie de notre théorème est donc aussi établie.

Nous avons, il est vrai, supposé quef(x) est d'ordre moindre que (o

sur le cercle entier; mais on ramène le cas général à celui-là en ajou-

tant une fonction holomorphe sur l'arc donné (n" 42).

Si la quantité —

—

t'
'"^^ ^i^" ^^ tendre vers o, avait une limite quel-

conque A, le raisonnement donné plus haut conduirait à ce résultat,

que le produit /(a?) (i — a;)'* aurait pour limite A (*) toutes les fois

(*) Ce théorème, pour le cas des séries réelles, a été établi par M. Appell

(Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, l. LXXXVII; 1878).
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que X tendrait vers i par des valeurs telles que le rapport '——

—

reste

fini, ou, autrement dit, que la droite joignant le point variable au

point d'affixe j fasse un angle fini avec la tangente au cercle de con-

vergence eu ce dernier point. Pour w ==; i , et en posant fi^x) = '^

__ ,

ce fait revient au théorème connu (') :

Si la série (2) est convergente en un point x^^ du cercle et a pour

somme A, sa valeur a pour limite A, lorsque x se rapproche de a:„

par des chemins faisant un angle fini avec le cercle.

44. Inversement, si les quantités (i — p)**/(pe'^) et (i — p)*^I res-

tentfinies et moindres qu'une quantité A lorsque Von fait tendre p

vers l'unité, 6 variant entre cl et ^^ la fonction est d'ordre au plus

égal à (o sur l'arc a^ {fig- l)-

Pour le démontrer, on désignera par w'' un nombre supérieur d'aussi

peu qu'on voudra à co, et l'on considérera la quantité

(63) x--"Drf(x) =.^J\i- ty-Vitx) dt.

D'après les hypothèses actuelles, t étant différent de i, le module
A

de f{x) est moindre que , _/w > quelle que soit la valeur de x d'ar-

gument compris entre a et |3, et de module inférieur ou même égal-

à 1 . Il en résulte que l'intégrale précédente est finie et même unifor-

mément finie, c'est-à-dire que l'intégrale „ / (i — ty^"~*f(tx) dt

tend uniformément vers sa limite quand T tend vers i. Or, pour T
différent de r , cette dernière intégrale est une fonction finie et con-

tinue de X dans les limites de variation précédentes. On peut, dès lors,

refaire le raisonnement qu'on emploie à propos des séries uniformé-

ment convergentes (^) et conclure que ces propriétés de continuité

subsistent pour T = i

.

(*) Voir Stoltz, Allgemeine Arilhmetik, t. II.

(') Au reste, on pourrait considérer cette intégrale comme une série, en la par-

/
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L'écart de la fonction (63) sur l'arc a^ se trouve en considérant

l'expression

Étant donnée la manière dont / devient infini aux environs du cercle

de convergence, cette expression définit une intégrale double; nous

pouvons donc renverser l'ordre des intégrations et écrire

r( -'ô XT^'
~ '^''"

' ^^Ç^'^'^^^'f^^''') ^^

Or l'intégrale (jui multiplie dl(^\ — tf""'^ est inférieure à I, écart de

la fonction /sur le cercle de rayon t, et, par conséquent, moindre que

-—
, ce qui donne, pour l'intégrale finale, une valeur moindre que

A
r(a>')(a>"-w)

Nous arrivons donc à cette conclusion que la fonction x~'*"D~'^'/(,x)

est finie, continue et à écart fini sur Tare a[3, et cela quand on choisit

le nombre w" supérieur d'aussi peu qu'on le veut à (d; ce qui montre

que y est bien d'ordre au plus égal à w sur l'arc a^.

45. Nous obtenons ainsi, comme on le voit, une nouvelle définition

de l'ordre, du moins lorsque ce nombre est positif. Ce sera le plus

petit nombre w tel que les quantités (i — p)'^/(pe'*) et (i — p)*"I res-

tent finies quand p tend vers l'unité.

Multiplions maintenant la fonction f par une fonction '^ qui reste

finie et continue dans le secteur qui a pour base l'arc a^ i^fig' 7)? et

dont les parties réelle et imaginaire aient chacune un nombre fini de

maxima et de minima tant sur l'arc a^ que sur les arcs correspondants

des cercles concentriques et intérieurs. Le produit (1 — pYfi?^^^)
restera fini après cette multiplication s'il l'était avant, et il en sera de

tageant en intégrales parlielles prises entre les limites o et \, { et f j f et |, etc.

On reconnaît facilement que la série formée par ces intégrales partielles est uni-

formément convergente,

\
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même du produit (i — f)"!; car nous savons (n" 39 ) que l'écart sera

multiplié simplement par le plus grand module de la l'onction -]> dans

l'intervalle considéré et par un nombre fini. L'ordre de/ne sera donc

pas augmenté.

Il en sera encore de même si Ton multiplie la fonction / par

L(x- — a7(,), la quantité x^ désignant l'affixe d'un point situé sur le

cercle de convergence; car les produits (i — p)'*/el(T — p^l seront

multipliés par L(ï — p), lequel est moindre que toute puissance posi-

tive de _ ) quelque petit que soit l'exposant.

46. Ceci nous donne tout d'abord la détermination de l'ordre dans

les cas les plus usuels.

En premier lieu, pour toute valeur négative de r, l'ordre de (x— XoY
est évidemmeut égal à — r au point j;„. 11 en sera de même, d'après

les remarques précédentes, pour les fonctions

(.X- - j7oy -j», ( aj — oTo )' '1 L* (a: — a7o )

,

où 4* ^sl une fonction satisfaisant aux conditions indiquées ci-dessus et

h un entier quelconque. Du moins Tordre de ces fonctions sera au plus

égal à — r. Mais il faut remarquer que Tordre de (x — x-p)'"L''(ic — a;„)

ne saurait être moindre que — r (n° 45).

Envisageons maintenant, pour une valeur positive de r, la fonction

(x — x„y(Sh{x — Xo), où (£ est un polynôme ('). Si r est un entier

et que ^ se réduise à une constante, la fonction est bolomorphe.

Dans le cas contraire, la dérivée de cette fonction sera de la forme

(iT — .x'o /"'<?,, et, en général, la dérivée d'ordre E sera de la forme

(x — ^o)'^**^E' Cette dernière expression^ si E a été choisi supérieur

à r, est de Tordre E — /*, puisqu'elle rentre dans celles qui viennent

d'être étudiées. 11 en résulte que la fonction donnée est de Tordre — r.

Or le cas qui se présente le plus fréquemment est celui où la fonc-

tion non bolomorphe au point ^ „ se présente autour de ce point sous

(') L'expression (? pourrait d'ailleurs contenir des puissances négatives de

L(;r — Xq) sans que nous ayons à naodifier la suite de nos raisonnements.
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la forme

^(x - x,y'(î:,L(x - X,) -h^(x - x,)'-'^" ({/„

où les /•/ sont des nombres quelconques, positifs ou négatifs, les A, des

entiers positifs et les <|/^ des fonctions régulières. On voit alors que

Tordre de la première partie est égal au plus petit des nombres i-.

changé de signe, en exceptant ceux pour lesquels ^S^ se réduit à une

constante, r^ étant un entier positif.

Quant à la seconde partie, elle ne modifie en aucune façon l'ordre,

parce que la fonction (a; — Xo)'"'"^*'^/ est d'ordre au plus égal à

— ri — ht. Ceci résulte du théorème suivant :

47. On ne saurait augmenter l'ordre d'une fonction sur un arc

quelconque en la multipliant par une fonction holomorphc en tous

les points de cet arc.

On est même assui^é que l'ordre n'a changé en aucune façon, si

la fonction multlplicatrice ne s'annule en aucun point de l'arc.

En premier lieu, une fonction holomorphe jouissant de toutes les

propriétés que nous avons indiquées pour les fonctions ^, nous savons

déjà que si l'ordre de la fonction donnée est positif, il ne pourra pas

être augmenté par la multiplication. De plus le même raisonnement

prouve que si l'ordre était pliis petit qu'un nombre positif quelconque

il ne peut devenir plus grand que ce même nombre. En particulier, s'il

était négatif ou nul, il ne peut devenir positif.

Soit maintenant une fonction d'ordre négatif — r sur l'arc a^, que

Ton multiplie par une fonction ^|; régulière le long du même arc; soitE

le plus petit entier supérieur à r, de sorte que la dérivée E'*''"" de '-j/ est

d'ordre positif E — r. La formule de Leibnitz nous donne pour la dé-

rivée E'''™* du produit/^)' une somme de termes de la forme D|^~*/. D* «j;

multipliés par des coefficients numériques. Or, pour k différent de o,

la dérivée D^.~*/ est d'ordre négatif ou nul, et reste telle après la

multiplication par D*t)>, d'après la remarque qui vient d'être faite.

Quant à D^/, il a pour ordre le nombre E — r, lequel est positif,

et, par suite, n'est pas augmenté par la multiplication. La dérivée
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£ieine ^^ j"^ gg^ ^q^c bien au plus d'ordre E — r, de sorte que f^ lui-

même ne peut être d'ordre supérieur à — r.

La seconde partie du théorème résulte de la première; car, si 4* ne

s'annule pas sur l'arc donné, les deux fonctions ^ et/ sont toutes deux

holomorphes le long de cet arc, de sorte que l'ordre ne peut être ni

augmenté ni diminué.

finfin, nous énoncerons encore, dans le même ordre d'idées, une

dernière proposition :

Quand on multiplie entre elles deux fonctions d'ordre positif,

l'ordre du produit est au plus égal à la somme des ordres des fac-

teurs.

Soient (o et ta' les deux ordres, que nous supposerons d'abord pris

sur le cerde de convergence entier; t un nombre positif très petit. Les

coefficients de x^ dans les deux séries seront, à partir d'un certain

rang, plus petits respectivement que G^„'^- et G^"*"* (n*' 45). Supposons

les coefficients moindres que les limites précédentes pour toutes les

valeurs de m, ce que l'on peut faire en retranchant des deux séries des

polynômes ^ et ^' convenablement choisis.

La formule de multiplication des séries ne contient que les signes H-

et X , à l'exclusion de tout signe — . Le coefficient de x^ dans la série

produit est donc moindre que le coefficient de x"* dans le produit

^,_^)u>^e (Tl—y^'-.' c'est-à-dire que Gr''-^''^ Quant aux parties

complémentaires provenant des polynômes ^S et $', elles sont d'ordres

û) et a>' au plus.

Si les ordres a> et co' sont ceux des fonctions données sur une partie

seulement du cercle, on les transformera en fonctions d'ordres infé-

rieurs à (o -h £ et 0)'+ £ sur le cercle entier par la soustraction de fonc-

tions régulières (n° 40). Ces dernières à leur tour, en vertu du théo-

rème précédent, ne donnent dans la multiplication que des produits

partiels d'ordres co et tù' au plus. Le produit total est donc d'ordre

moindre que w-h(o'-f-2£. Notre théorème est par suite démontré,

puisque t peut être pris aussi petit qu'on le veut.

48. Les théorèmes précédents vont nous permettre de calculer la

H. II
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valeur de la fonction donnée en un point ordinaire du cercle de

convergence, pourvu toutefois que l'ordre sur ce cercle soit un nombre
fini.

Soit, en effet, a> cet ordre supposé positif (* ); soit x,^ un point ordi-

naire du cercle où la fonction ait la valeur A, de sorte (ju'elle puisse se

mettre sous la forme

(64) K-^{x— x,)\,

•^ désignant une fonction régulière autour du point x^^

.

Prenons un nombre co' plus grand que w et multiplions / par

7 = ^à'^"^ ''~^ ' ^^ ^^^^ point du cercle autre que Xo l'ordre

\ ^0

restera invariable, en vertu du n" 47. Au point x^ l'ordre sera

A.

donné par le terme -;-— —nï^ ^t sera, par suite, plus grand que o).

fDonc la partie principale des coefficients de -;

—

-——^, provient de ce

terme -—^, > de sorte que le rapport des coefficients correspondants
1

X,

f A
dans les développements de -.—-—^ et de -, ^ a pour limite

l'unité. Il en résulte

(65) A = lim
«oG^'^««^oG^_. + ...4-a,n^y

.

Il est clair que le second membre pourrait s'écrire sous forme d'une

série, de sorte qu'on a la proposition suivante :

Théorème. — Si la série (2) est d'ordre Jim sur le cercle de con-

vergence, on peut former une série de polynômes qui converge et

représente la fonction, non seulement à Vintérieur du cercle, mais

encore en tout point non singulier de la ciroonférence.

(*) Si t») était négatif, il devrait être remplacé par o dans les raisonnements qui

suivent.
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Soit, par exemple, f{x) = -3— • En prenant a)'= 2, on trouve

m

— '— = V - -—r (i -f 237 -I- 3ar^ ..4-wj:;*'"' ).

Si (o est plus petit que i , on peut prendre o) = i et la formule (65)

devient

A = lim («0 -+- a, a;o + . .
. -h a^-^r)-

Notre méthode revient donc ici à la sommation directe de la série

et nous retrouvons le théorème connu : La série de Taylor est conver-

gente sur le cercle tant que lafonction ne présente sur ce cercle que

des points singuliers d'ordre inférieur à i

.

Si l'on veut trouver le second terme du développement de /autour

du point a?o, on commencera par retrancher A, après quoi on divisera

I ) ) mais par ( i
) > et ainsi de suite.

Cette méthode peut, d'ailleurs, s*étendre à certains points singuliers :

tout d'abord ceux (d'ordre nécessairement négatif) oii / est de la

forme (64), la fonction <]/ satisfaisant aux conditions énumérées au

n** 45. Supposons ensuite qu'en un point singulier notre fonction

puisse se mettre sous la forme —^-j -f-/«. où /, est d'ordre

\ ^0/

moindre que a. Il suffira de diviser par ( i 1 Le terme/, don-

nera (n° 47) un résultat d'ordre inférieure o)' et, comme sur le reste

du cercle la fonction n'est que de l'ordre co, on obtiendra A par une

formule analogue à la formule (65), mais où figurent au numérateur

les quantités G",'~" au lieu des quantités G^.

49. Recherchons maintenant s'il est possible d'abaisser l'ordre de

notre fonction en la multipliant par le binôme i

Cette multiplication ne pouvant changer l'ordre qu'au point x^

(n** 47), ce point doit être un point singulier. Ce doit être un point

isolé sur le cercle, ou du moins, s'il y a des points critiques infiniment

voisins, leur ordre doit être moindre que celui de x,^ et en différer
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d'une quantité finie; car l'ordre en un point voisin de x^ ne peut être

altéré par la multiplication, et s'il est infiniment voisin de w, l'ordre

au point x^ ne peut être moindre que co (n** 42).

D'autre part, il est clair que la multiplication par i diminuera

d'une unité l'ordre au point Xç^ toutes les fois que / pourra se déve-

lopper autour de x^^ comme nous l'avons indiqué au n** 46, en une

somme de termes de la forme

2 (^ — ^nY^^i L(a?

-

x^) -h {x - x^yii-^M
'^i

Il resterait à trouver une condition nécessaire et suffisante. En tout

cas, on peut dire que si cette propriété a lieu pour/(x), elle â lieu

aussi pour toutes les fonctions ie°'D*/(a?).

En effet, premièrement ceci est vrai pour a = i , car on a

ce qui montre que si ( i
)
/{oc) est d'ordre moindre que /{x),

de même
(

i \ f'{x) sera d'ordre moindre que f\x) et inverse-

ment. De proche en proche, la conclusion s'étend à toutes les valeurs

entières et positives de a.

D'ailleurSj pour a négatif, l'intégrale / (i — ty^~*/(tx)
(

i
—^jdt

peut s'écrire

Sïdoncf(x)( I — —
j est d'ordre moindre que l'ordre (o de/(x),

l'expression {66) est d'ordre moindre que w -f- a et, comme il en est

de même de son premier terme, il en est aussi de même du second.

Inversement si, f(x) étant d'ordre co, la fonction ( i — ~)x'^D^f(x)

est d'ordre moindre que w -f- ce, le produit de /(x) par i — — sera

d'ordre moindre que to. ,



ESS\I SUR l'étude des FONCTIONS. 85

Étant démontrée pour a négatif et pour a positif et entier, notre

proposition est généx^ale.

50. Quoiqu'il en soit, supposons que, /(a;) étant d'ordre w, tous

les points singuliers d'ordre (o appartiennent à la classe que nous venons

de considérer.

On abaissera l'ordre de tous ces points et, par suite, l'ordre de la

fonction sur le cercle en multipliant notre fonction par le polynôme

qui a pour racines les aflixes de ces points singuliers.

Dès lors la recherche de ces points singuliers est ramenée à un pro-

blème que nous avons traité dans la deuxième Partie (n*** 2a et sui-

vants). La fonction M, qui figure dans l'énoncé du n** 25, est ici égale

à m. D'après les conclusions auxquelles nous sommes parvenu en

cet endroit , il faudra former avec p -+- i indices /w<,, m^, . .
.

, nip

un déterminant A^'^ ,„ , considérer la plus petite des quantités

et rechercher la limite supérieure du quotient ainsi
L/n

à{i,k)

obtenu pour /Wo, . . ., m^ infinis. Si l'on fait cette opération pour

p= ï, 2, ...,la première valeur dep qui donnera un résultat moindre

que (x> — i sera égale au nombre des points singuliers d'ordre o).

On trouvera, d'ailleurs, ces points eux-mêmes, ainsi qu'il a été indiqué

au n° 28.

Si Ton a /? = I , l'affixe x^ du point singulier sera, comme nous

l'avons vu, la limite du rapport

—

^^, mais en ne prenant que les va-

leurs principales de a,„.

Si cependant, autour du point x^ , la fonction pouvait se remplacer
A

par
. _ . , w > augmenté d'une fonction d'ordre moindre que w, le

a,
rapport —— tendrait régulièrement vers x^^. Mais il n'en estpasnéceS'

sairement ainsi. Nous en avons vu un exemple dans la fonction

(62) VsinLmit'",
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qui admet pour point singulier unique le point ic = i . Ce point ap-

partient bien d'ailleurs à la classe qui a été considérée au numéro

précédent; car, si l'on multiplie la fonction par i — a?, le coefficient

de ic"* deviendra

smLm — sinL(m — i) = 2cos - L[m(m — i)] sin - L ( i -f- ^-jj

le dernier facteur est de l'ordre de — . alors que les autres donnent unw *

produit plus petit que 2. Après la multiplication par i — a?, la fonc-

tion (62) est donc devenue d'ordre o, tandis qu'elle était d'ordre i

auparavant. Malgré cela, nous avons constaté que le rapport -^ ne
^/«+-i

tendait pas vers l'unité.
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Étiule sur les propriétés des fonctions entières

et en particulier d'une fonction considérée par Riemann (*);

Par m. J. HADAMARD.

i. La décomposition d'une fonction entière F(a7) en facteurs pri-

maires, d'après la méthode de M. Weierstrass,

a conduit à la notion du genre de la fonction F.

On dit que F est du genre E si, dans le second membre de l'équa-

tion (i), tous les polynômes Qp sont de degré E, et que la fonction

entière G(x) se réduise également à un polynôme de degré E au

plus.

Dans un article inséré au Bulletin de la Société mathématique de

France C^), M. Poincaré a démontré une propriété des fonctions de

genre E. L'énoncé auquel il est parvenu est le suivant :

Dans une fonction entière de genre E, le coefficient de af*, mul-

(*) Les principaux résultats contenus dans le présent Mémoire ont été pré-

sentés à l'Académie des Sciences dans un travail couronné eo 1892 (
grand prix

des Sciences mathématiques).

(*) Année 1 883, pages 1 36 et suiv.
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tiplié par la racine E-h i'^"^ du produit des^ m premiers nombres,

tend vers zéro quand m croit indéfiniment^

Je me propose de compléter ce théorème en étudiant, d'une façon

g-énérale, les relations qui lient les propriétés d'une fonction entière à

la loi de décroissance des coefficients et, particulièrement, en démon-

trant la proposition inverse :

Si Le coefficient de x"^ est moindre que ^1 la fonction est, en

(m !
)'*

général, de genre moindre que \.

PREMIÈRE PARTIE.

RELATIONS ENTRE LA LOI DE DÉCROISSANCE DES COEFFICIENTS ET

l'ordre DE GRANDEUR DE LA FONCTION POUR LES GRANDES VALEURS

DE LA VARIABLE*

2. Le développement taylorien d'une fonction entière est caracté-

risé (
'

)
par cette circonstance que la racine m'*""* du coefficient de x'"

tend vers zéro quand m augmente indéfiniment.

Si donc une fonction entière 'P{x) est donnée par le développe-

ment

(2) F(ir) = «0 -i-«i^ + ' ••-!- «m^'" H- •••,

le module de a,„ peut être représenté par j——-p^> où <^{m) est positif

et infini avec m.

Pour obtenir une quantité supérieure au module de F(a?), nous

remplacerons chaque terme de la série (2) par son module, de sorte

que nous pourrons considérer a^ comme égal à jt—-—-^^ et x comme

réel et positif.

(*) HADAiUARD, Essai sur l'étude des fonctions données par leur développe-

ment de Taylor, n" 6 (ce.»ouroal,4* série, t. VIII).
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Nous supposerons, en outre, que(p(m) est une fonction continue et

k .

croissante, avec cette condition que L(p(m) H soit, à partir d'une

certaine valeur de w, constamment croissant, quel que soit le

nombre A".

Dans les cas usuels, ces hypothèses se trouvent vérifiées d'elles-

mêmes; mais on peut les supposer vérifiées dans le cas le plus général,

à la condition de remplacer, d'une manière convenable, certains coef-

ficients a,n par des nombres plus grands, ce qui est permis, puisque

nous agrandissons ainsi la somme de la série (2).

En un mot, on peut déterminer une fonction y^{ni) au plus égale,

pour les valeurs entières de m, au module de a^ (l'égalité ayant lieu

pour une infinité de ces valeurs) et telle que la fonction

(3) ^(//0= \'/X"i}

satisfasse aux conditions que nous venons d'indiquer.

5. A cet effet, soit a„^ le premier coefficient non nul. La quantité

j
m— "»« //2 I . , . •

1 / -^ > diminuant indéfiniment à mesure que m augmente, doit

prendre nécessairement une valeur plus grande que toutes les autres.

Soit m, l'indice correspondant. Pour les valeurs entières de m com-

prises entre m^ et m,, nous prendrons comme valeurs de y (m) les

termes successifs d'une progression géométrique ayant pour premier

terme 1 j-ct pour dernier -. r? dont la raison sera, par suite,

mi—m,/^
I

1 / -^*
: ce qui revient (en faisant intervenir non seulement les va-

eurs entières de w, mais les valeurs fractionnaires ou incommensu-

rables) à prendre pour x(m) une certaine exponentielle de la forme

I

'"1—'"0 /TT I

&""-'', où l'on aura a = i/-^ •

J V ««,
I

Soit de même m^ l'indice plus grand que m, pour lequel la quan-

4 / -^ prend la plus grande valeur. Entre m = m,ei ni = Wj,

on prendra pour valeurs de )(^(m) les termes successifs d'une progrès-
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sion géométrique ayant pour pi^emier terme j-—r el pour dernier

h • •
I

'"'"'"' /â^ I

-î —r • La raison de cette progression, k savoir i
/--'-'

» sera plus
U,»J

^ ,. , . ,
\ V a^A

grande que la précédente, car l'inégalité

'"i-'"<'/a,

- < a„

OU

peut s'écrire

K \V ^wi» I

sera le plus grand, et Ton continuera ainsi indéfiniment.

4. Au reste, ces opérations peuvent se ramener à la construction

bien connue du polygone de Newton.

Pour cela on considérera m comme l'abscisse d'un point M (^Jig- i)

dont l'ordonnée sera fournie par la valeur correspondante de I

Fig. f.

Nous aurons ainsi une suite indéfinie de points représentant les

différents coefficients de notre série.

Prenons alors une demi-droite, tout d'abord parallèle à la partie

négative de l'axe des y, et que nous ferons tourner autour du premier
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point représentatif dans le sens trigonométrique jusqu'à ce qu^elle

passe par un ou plusieurs des points suivants. Ce sera le premier côté

AB de noire polygone. Pour obtenir le second, nous considéreron*;

une droite issue du point B et que nous ferons tourner autour de ce

point, etc.

Continuant ainsi à la manière ordinaire, nous tracerons une ligne

brisée convexe ABC... d'une infinité de côtés, qui passera par une

inimité de points représentatifs et laissera tous les autres en dessus.

Les coefficients angulaires des côtés pourront être d'abord négatifs:

mais, à partir d'un certain moment, ils deviendront nécessairement

positifs et même de plus en plus grands.

L'ordonnée de cette ligne brisée représente le logaritiime de la fonc-

tion */(;;/) délinie au numéro précédent, et le coefticient angulaire

de OM donne la valeur de Lîp (//*).

ô. Nous voyons tout d'abord que y(wi) est une fonction crois-

sante, et de manière que le rapport —^—~- soit aussi croissant. Il en
A. V /

résulte que la fonction 9 (m), laquelle a une dérivée, sauf en des

points isolés ('), est elle-même constamment et indéfiniment crois-

sante.

En outre, m„ étant un entier quelconque, la fonction hy(m) est,

entre m == m^ et m — nif, -t- 1, de la forme am — b, où.

« = L)(^(mo-f- 1)— Lyjwo),

= Wo(Wo4-T)[L9(mo-f-l)- L9(Wo)|.

Lcp( w) étant par suite de la forme a » la quantité hr^ -f- ~ sera

(*) Si Ton voulait que y^ et par suite ? aient une dérivée pour toute valeur

de m (ce qui n'est pas nécessaire pour la suite), il suffirait de circonscrire au

polygone ABC... une courbe convexe, ce qui est évidemment possible, par

exemple à Taide d'arcs de coniques se raccordant entre eax aux sommels succes-

sifs. On verrait aisément que les autres propriétés des fonctions y et ^ subsiste-

raient dans ces nouvelles conditions.
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croissante si b^k. Ceci devant être vrai quel que soit le nombre A,

pourvu que Ton prenne m^^ assez grand, nous avons à montrer que

augmente indéfiniment avec m^.

Or b est constamment croissant, car rinégalité

mlj-/(Tn -f- i)— (m -h i)Ly (m)>(m — ï)h-^{m)— m\^y{tn — i)

est équivalente à l'inégalité

LyXw-f-i)— L/(/;z)>Ly(m)- Ly(m- i).

D'ailleurs, si b restait inférieur à une quantité fixe A, on aurait

k
Lo(A/i -h i)— \j^{m)<^

in{m -^ \)

et, comme le second membre est le terme général d'une série conver-

gente, 9 serait fini pour m infini, ce qui est contraire à nos hypo-

thèses.

La fonction <p, définie comme il vient d'être dit, remplit donc les

conditions que nous nous sommes imposées. Nous remarquerons que,

moyennant ces conditions, \ étant un nombre fixe supérieur d'aussi

peu que Toû veut à l'unité, on a, pour les grandes valeurs de /?i,

(4) \ / > » H- ->

car la fonction

Lî(to)-L|(m)+j^(^-±),

considérée comme fonction de t, est croissante, d'après nos hypo-

thèses, à partir de / = i , si m a été pris suffisamment grand. Etant

nulle pour ^ = i, elle sera positive pour 1=1, d'où résulte

îiA^>..«>, + !.

. 6. Cela posé, soit '\{^x) la fonction inverse de (p, qui est également

une fonction positive, continue et croissante d'une variable positive.
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Je dis que F(x) cro^/ moins vite que x- e'
"*"

, le nombre £ étant

positif, mais aussi petit qu'on le veut.

Pour le démontrer, soit ce' un nombre supérieur à x. Dans la série

qui représente ¥(x'), considérons le dernier terme qui soit plus

grand que i . c'est-à-dire tel que <p(/??)<^ x'. Son rang m^ sera le plus

grand entier contenu dans <\/(x').

Ayant isolé les m„ premiers termes pour en former un premier

groupe, nous séparerons un second groupe allant depuis m= m^^-hi

jusqu'à la plus grande valeur de m qui satisfasse à Tinégalité

9(m)<a;'(i4-^J,

valeur qui sera désignée par m,.

Le nombre /??« augmentant indéfiniment avec x, le rapport — tend

vers l'unité, car l'inégalité (4) montre que ce rapport ne saurait de-

meurer supérieur à aucun nombre X plus grand que i

.

Enfin un troisième groupe comprendra ce qui reste de la série

depuis le terme de rang /??, -h i jusqu'à l'infini.

(x' \ '"o—
J

F(a7), les /Wo premiers termes

donneront une somme négative. Quant aux termes suivants, le terme

en a?'"»*"* donnera

a,„,^h^"'

Remplaçons ( —
j
=e "^ par la quautité plus petite i — AL

nous voyons qu'il nous neste le produit de L( —
|
par une somme de

termes de la forme ka„^^f,x'"*o^.

Considérons d'abord les termes du deuxième groupe, a^^^^o?''"»^*

étant inférieur à i, la somme correspondante sera moindre que

—-—

—

~-' Or nous pouvons supposer que F(x') est supérieur à

I
—- djc' I (fm

Journ. de Math. f4' série), tome IX. — Pasc. II, 1898. a3
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sans quoi le théorème serait démontré ; et nous allons voir que dans

ces conditions le rapport ~Lj-^^~ tend vers zéro.
F{cc'

m^
D'abord il nous suffît de nous occuper dcT^rf-^T» puisque — tend

vers I. Or la quantité ~y^^-2 est, à partir d'un certain moment, plus

3 . . 3 .

grande que — > puisque la fonction L(p(m)-i- -- est croissante. Par

suite l'intégrale e'' f""" est plus grande que Ain^, A étant une con-

stante différente deo. F(x') étant supposé plus grand que e^ 'f ^'"'
,

m
le rapport ^^r-n tend bien vers zéro.

Dans les termes du troisième groupe, «2^,+^
^'"'«^^ est moindre que

Ces termes donnent donc une somme inférieure à
I

m,

la somme V^-^ —— =:(m<)-f- 1)^, laquelle est, comme la précé-

m.

dente, de la forme £F(x'); de sorte que Ton peut écrire

F(.^[.-eL(0J>F(.>(--)-.

Prenons les logarithmes, divisons par Lf ~) et faisons tendire a/

vers x^ nous aurons

dLœ

ce qui, en intégrant, donne bien (' )

(6) ¥{x)<Xx'^e

A étant fini.

P) Plus exaclemenl, nous voyons que, pour les valeurs de x plus grandes

qu'une certaine limite, ou bien F(^) e»l nnoindre que e«^
*'

, ou bien on a

l'inégalité (5). Ceci suffit manifestement pour que l'inégalité (6) soit constam-

ment vérifiée.
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Par exemple, pour la fonction

(7) .i(x) = ^q-'x'-, :^j<f
m —0

qui est une moitié du développement d'une fonction 0(z) où ron

aurait pose e '^ = xj, on a

(en désignant par r le module de -
); d'où

En appliquant le théorème précédent, on voit que ^f (rc) augmente

indéfiniment moins vite que e*
'' ' = e^^' , ce qui est bien conforme

aux résultats fournis par la théorie des fonctions elliptiques (^-).

7. Envisageons en particulier le cas où Ton a

(8) l««i=(^V

a étant un nombre positif quelconque.

Les formules connues pour l'approximation de la fonction F nous

montrent que cette expression est de la forme

(m 4-1) V '-''

(') Les formules connues correspondant à l'addition des périodes dans la

fonction donnent
L'.r

La limite donnée par le théorème précédent est donc un peu trop élevée, ce dont

il sera rendu compte plus loin.



l8o J. HADAMÂRD-

k étant fini, de sorte que nous pouvons prendre

9(m) =-. (^y,
H étant une constante.

^{x) sera de la forme Ha;** et l'intégrale / iSf^—l dx aura la

même forme. Nous arrivons donc à l'énoncé suivant :

Si le coefficient de x'" est moindre que-—p-^> la fonction croit

moins vite que e""^", où H est une certaine constante.

8. Au reste, dans ce cas particulier, on arriverait à la môme con-

clusion par la comparaison directe des deux séries

JLi r (m a -h I
)

(laquelle, en vertu des propriétés de la fonction F, peut être substituée

dans notre raisonnement à >, -—j-r^ > et
Jmà [ml)'* /

n

^r(i-f-//)

En posant - — m' et comparant les parties des deux séries qui cor-

respondent aux valeurs de m et de m' comprises entre les mêmes

limites, on reconnaît aisément que, pour a > i, on a

2i r(/na-hT) "^
'

et, pour a << I
,

Sw ""'" ,<e('-)xK^%^ r(ma-l-i) ^ Va/ '

où, bien entendu, E (
-

) désigne le plus grand entier contenu dans -•
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Enfin, si a est un nombre entier, on peut mettre ce résultat en évi-

dence par l'emploi de la formule

(9) 2 (£Tr« -- û4^X / -i.
'""""'" '•"''«.'^^-'^«.-..

où Fa_, est une fonction finie.

On peut démontrer cette formule en partant de la remarque sui-

vante :

Si

/, ( r) == ao-ha^x-t-...-i- a^a^" -}-...

et

f.-,
(x) = bo -h ff,x +-. ..-+- h,„x'" -I- . .

.

désignent des séries entières, la valeur de la série

/,, (x) = a„bo-{-a^b,x -h...-^ a,nb,nX'" ^^ . .

.

sera donnée par l'intégrale définie

(10) /,(x-)==;i_jr'7,K«'»)/,(^'--e-»:)rf6,

(X désignant un exposant quelconque compris entre o et i

.

D'après cela, supposons la formule (9) démontrée pour une certaine

valeur de a. Nous pourrons, dans l'égalité (10), faire f^(^x)-=c^J

f^(x) = V -——- avec u. = Cette égalité prendra bien alors la
•'^^ ' -A^ (m!)« ^ a + i

^ ^

forme

pourvu que l'on pose

Foc(0,,ô,. ...,e,) = ^'^«-he « F,_,(o,,ô„...,e._,).

La formule (9) conduit d'ailleurs précisément à l'évaluation pre-
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cédemment obtenue pour la série "V -—f-^» car rintégrale qui figure

au second membre est évidemment plus petite que ^*" ^'"
, où M est le

module maximum de Fa-t-

9. Inversement, on peut chercher la loi de décroissance des coef-

ficients, connaissant la loi de croissance de la fonction pour les grandes

valeurs de x.

Dans son Mémoire précédemment cité, M. Poincaré résout cette

question pour le cas particulier des fonctions que nous venons de con-

sidérer aux deux numéros précédents, en introduisant une fonction

entière auxiliaire (*),

(il) ^(;x)=^f(r'''¥{tx)dt,

l'intégrale étant prise sur la partie positive de l'axe réel ou suivant un

chemin équivalent.

On peut étendre cette méthode au cas le plus général où, par

exemple (V étant une fonction quelconque positive et indéfiniment

croissante avec la variable), la fonction F est supposée croître moins

vite que e^^". Il faudra de même considérer l'intégrale

(12) ^(x)^re-''^''>F(tx)dt,

(') Nous transformons, par un changement de variable, l'expression de

M. Poincaré. Sous cette nouvelle forme, les fonctions (1 1 j et (12) présentent une

remarquable analogie avec les expressions que j'ai considérées dans un Mémoire

précédent {Essai sur t*^tude des fonctions données par leur développement de

Taylar, n"* 35-37). En cet endroit, l'intégrale est prise entre les limites o et i :

la fonction ainsi obtenue n'admet alors d'autres points singuliers que ceux de F,

et il n'est besoin que d'hypothèses très simples sur la fonction désignée par

V(^). Dans le cas actuel, l'intégrale, étant prise entre o et 00, est en général

infinie; mais, toutes les fois qu'elle est finie, elle représente une fonction entière,

ainsi qu'on le verrait par une discussion analogue à celle que j'ai présentée à

l'endroit cité.
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dans laquelle est une fonction de t telle que le rapport - soit infini

avec ty par exemple t\at ou V^^.

Cette intégrale est finie, quel que soit x, et représente une fonction

entière. Il en résulte immédiatement que les coefficients a^ de ¥{x)

sont plus petits que les inverses des quantités successives

(i3) re-'"'^>t"'dt.

Pour voir la loi de décroissance de a^, il suffira donc d'étudier la

manière dont varie la quantité (i3) lorsque m augmente indéfini-

ment.

Mais on peut arriver au même résultat plus directement par la

simple considération des intégrales définies qui fournissent les coeffi-

cients lorsqu'on donne les valeurs de la fonction

I r¥(z)d2j_ r ¥{z)d
Itlt J 3'«+»

Si, en effet, on prend poiirle contour C une circonférence de rayon

R, on voit que a,„ est moindre que

gV(B»

04) p^-

10. Dans cette expression, le rayon R est entièrement arbitraire.

Faisons R — U(m), en désignant par U la fonction inverse de V;

nous voyons que
| 'v/a,„ |

est inférieur à îj-—r •

Pour V(R) r=: R*, ceci donne bien le résultat obtenu par M. Poin-

caré, et d'après lequel
j v'ûî/nl < —^^

On voit encore, par ce procédé, que, dans le développement de c^.

on a

«»'i <(£)'"'
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et, en général, la série qui donne le développement de

(le nombre des exponentielles superposées étant [x) a ses coefficients

plus petits que ceux de la série

2d (LL...Lm)"»

(le nombre des signes L étant (x — i).

H. Mais cette manière d'opérer donne pour a,« une limite trop

élevée. Pour obtenir une limite plus approchée, posons

^mV(R) = /i<| dK

et cherchons le minimum de l'expression (i4)- H vient, en prenant la

dérivée,

ou bien (ç étant la fonction inverse de ^j;)

R -- (3p(m)

et, pour cette valeur de R, l'expression (14) devient

/otç'(ot)

(id)

1

Supposons que la fonction ^{x) croisse plus vite que x^. La fonc-

tion 9(/w) croît moins vite que m", de sorte que l'on a

\ a,
> (?~"(p(An).

Il peut arriver que la fonction 4^ augmente plus vite que n'importe
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quelle puissance de x. Dans ce cas, on peut considérer a comme
infiniment petit et écrire

v^ ri >(ï-£)?(w).

Ceci peut être considéré comme la réciproque du théorème dé-

montré au n** 6. On peut donc dire que, dans ce cas, ce théorème

donne la véritable relation cherchée.

Si la fonction ^ croît plus lentement que toute puissance de la va-

riable, et par suite ç plus vite que n'importe laquelle de ces puis-

sances, les transformations précédentes de l'expression (i5) ne sont

plus applicables.

Si <^(fn) est à croissance moins rapide que celle de e'" , on aura

d'où résultera

ou

^^ = ^.LL»(m)]<*:
o(/n)Lç)(m) am^ ^^ ^J ^ /»

m<^'{m) ^ k ^^ r T / \i

etrv/a,rt! est moindre que • C'est le cas de la fonction i(^x)é\xx-

diée au n" 6.

Enfin, si la fonction (p est, pour les grandes valeurs de m, supérieure

à toute fonction de la forme <?"* , on peut affirmer en tout cas que

1 V»ifi! 6st inférieur à —,—

r

En effet l'expression (i 5) peut s'écrire

Journ. de Math. (4* série), tome IX — Fasc. Il, iS«j5. ^4
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Or, /étant une fonction quelconque à dérivée croissante, on a

/(»)>?/'(^-)+/('C

cdv/(m) — /(- ) est de la forme ^ fi"- + " )' ^" intégrant (*),

il en résulte

jf{m)dm^mf{^~y

En posant /(m) = Lcp(m), on obtient bien

12. IXous allons maîntenanl nous occuper d'une certaine classe de

fonctions qui jouent un grand rôle dans l'étude des fonctions entières :

je veux parler des fonctions de la forme e^"^, où G est lui-même une

fonction entière.

Le module d'une pareille fonction dépendant de la partie réelle de

Cf(x)f nous présenterons tout d'abord quelques remarques sur la

partie réelle d'une fonction entière.

Soit

( 'i) P(x)=i a^ -j- a , ic -h . . .
4- «,„*•"•+ . .

.

une fonction Iiolomorphc dans un cercle C ayant pour centre l'origine

et pour rayon R; P la partie réelle de cette fonction au point x= Re''^

de ce cercle. I^ coefficient a^ sera donné par la formule

(.6) a„=^^f^"'vc-»dO.

Faisons croître R indéfiniment et supposons que P reste algébri-

(') Nous négligeons la constante crintégralion, qui donne dans le résultat

final un facteur constant.
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quement (ainsi il faut remarquer qti*il n'est rien supposé sur les va-

leurs aégalives de P) inférieur à R^, où X est un certain exposant

positif, soit

(17) P<R\

Je dis que F est un polynôme de degré au plus égal à X.

Partageons, en effet, la circonférence du cercle C en deux parties :

Fune C,, formée par l'ensemble des arcs où P est positif; l'autre G2,

comprenant tous les arcs où cette quantité est négative. Soient ï, l'in-

tégrale / P <^0 considérée le long de C, ; I2 l'intégrale / — P c?ô prise

le long de C^.

Le rapport ^^ tendra vers zéro pour m >• X, d'après les hypothèses

faites sur P; et il en sera de même pour ^» car la différence I, — Ig

est une constante, à savoir la partie réelle de i-rza^.

Or la formule (16) montre que le module du coefficient a,„ est infé-

rieur à -^K^- Ce coefficient ne peut donc être que nul.

En particulier, pour > = 1 , on voit que, si la partie réelle d'une

fonction croît moins vite que le module de la variable, la fonction se

réduit à une gimple constante.

15. Nous avons supposé que l'inégalité (17) avait lieu pour toutes

les valeurs suffisamment grandes de la variable; mais nous remarque-

rons que cette hypothèse n'est point complètement nécessaire. Les

raisonnements précédents sont valables dès que l'on peut trouver une

suite infinie de circonférences G dont les rayons aillent en augmentant

indéfiniment et sur lesquelles l'inégalité (17) soit vérifiée,

14. Revenons maintenant aux fonctions considérées au n^ 7. Il

sera préférable ici d'introduire, au lieu du nombre a, son inverse,

que nous désignerons par la lettre X, de sorte que l'on aura, pour les

grandes valeurs de x

(18) |F(.'ï?)|<^'^'\
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Supposons qu'une pareille fonction soit de la forme e^^^'^ : la partie

réelle de (j(x) devra rester algébriquement plus petite que H [xp, et

par suite la fonction G(.r) ne peut être qu'un polynôme. En particu-

lier, si X est plus petit que i, la fonction G doit se réduire à une con-

stante.

Ainsi, lorsqu'une fonction F(.%*) est de la forme e^'^^\ les coeffi-

cients de son développement ne peuvent pas décroître plus vite que

—,-r^> à moins que G (a;) ne soit un polynôme

.

Il en serait de même si F(a;) était de la forme ^(a?) e^'^'^ (la lettre ^
représentant un polynôme quelconque); car la multipliai lion ou la

division par un polynôme n'altèrent pas le fait exprimé par l'inéga-

lité (i 8).

15. Les résultats précédents présentent cette particularité de ne

pas changer si l'on ajoute à la fonction F(*') un polynôme quel-

conque; aussi peuvent-ils servira démontrer, du moins pour les fonc-

tions qui satisfont à la condition (8)(n*'7), le théorème connu de

M. Picard ( ') sur les fonctions entières.

Considérons d'abord une fonction entière F dont les coefficients

vérifient la condition (8) avec a>i. Le nombre \ sera plus petit

que I et il sera impossible que F soit de la forme ^e*^'"*', du moins si G
ne se réduit pas à une constante. L'équation F = o admettra donc une

infinité de racines, et il en sera évidemment de même pour l'équation

¥{x) = P(a7), où P est un polynôme quelconque.

C'est par exemple le cas de la fonction ^ définie par l'égalité (7),

(n" 6).

16. Supposons maintenant a quelconque, et soit E l'entier immé-

diatement supérieur à-- L'identité

(19) F(x) ^-^ P(x)-h(S(x)e^^'>

pourra avoir lieu, mais G devra être un polynôme de degré E au plus.

() Annales scientifiques de l'Écote Normale supérieure, 2' série, t. IX;

1880.
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Or, dans ces conditions, l'idenlilé (19) ne peut a\oir lieu de deux

façons dillérentes, car c'e^t un fait bien connu que Téquation

( 20) P^- 4- ^(>[') e*^""'+ P, {X) 4- <r, (x j c'"'-'-' ' H- . . . = o,

où P, P,, ..., ^^, ^,, ..., G, G4 sont des polynômes, n'admet pas

d'autre solution que ses solutions banales.

On peut même ajouter que si F, , Fj, F3, . . . sont des fonctions en-

tières dont les coefficients vérifient toujours la condition (8) et qui

n'ont cbacune qu'un nombre fini de zéros, la somme F, -h F^ -f- F, -h . .

.

aura nécessairement un nombre infini de racines, à moins cpie F,.

Fj, ... ne soient identiques à des facteurs constants et à des poly-

nômes près. Cela résulte de la même proposition relative à Téqua-

tion (20).

17. La fon-ction F étant donnée, on peut résoudre l'équation (i())

dès que Ton connaît le degré de P(^"). Il suffira pour cela de différen-

tier un nombre de fois supérieur à ce degré. Le second membre
prendra la forme Q<?^ (où Q sera un nouveau polynôme), et, par con-

séquent, devra. admettre un nombre fini de racines. Si Ton a obtenu

ces racines, on connaîtra les polynômes Q et G, et la résolution

d'équations linéaires fera connaître fJP.

En faisant, par exemple, P constant, on pourra, par ce procédé,

reconnaître si l'équation

F — a-h^e^

est possible, et de la résoudre s'il y a lieu. On n'aura qu'uae seule dé-

rivée à prendre, et il viendra

Q=:^-+-G'$.

En égalant, dans cette identité, les coefficients de cliaque puissance

de J7, on aura une série d'équations linéaires auxquelles devront satis-

faire les coefficients de $.

Dans un grand nombre de cas, on pourra reconnaître immédiate-

ment que l'équation (19) est impossible.
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Faisons, par exemple,

F(*'>— -7—^^—r = r(.'r)sim:a;.
^ ' r ( r — or )

^ '^

D'^aprèsles propositions connues relatives à la fonction F, le poly-

nôme G devait être du premier degré, ce qui est contraire à ce fait

que la fonction F croît comme ja:|L|a7|. Donc les équations

r("r'^ ^'^^(^^)'
r(,-'I^^.)

-+-/fsinj? = tg(a.'), ••• ont toujours une

infinité de racines.

En g^éncral, pareil fait se produira tontes les fois que F aug^m^nlera

plus vite que <?**' et moins vite que e* , quelque grand que soit A.

18. Les considérations précédentes démontrent le théorème de

M. Picard pour toutes les fonctions satisfaisant à la condition (8).

C'est, d'après le théorème de M. Poincaré, le cas de toutes les fonc-

tions qui ont un genre fini.

On peut étendre une partie de ces conclusions à des fonctions de

genre infini au moyen d'un raisonnement devenu classique dans cette

théorie. On sait, en effet, que, si la fonction

qui n'a aucun zéro, était telle que l'équation F(x)=± i n*admettenoti

plus aucune solution, on en conclurait immédiatement que les mêmes
propriétés appartiennent à la fonction

i\(x')r=-i,-G(x}.
'^ -^ 2/1: ^ ^

Si, d'ailleurs, F croît moins vite que e^^*\ on peut déduire de notre

théorie que F, croîtra moins vite que 'J^Ca?).

Formons alors la suite des fonctions

y 1
= ^ > /a = <^ « /a = ^ » • • • •

Si la fonction donnée F est dépassée par une fonction /,rt de cette
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suite, il suffira d'appliquer /w fois le raisonuement précédent pour ra-

mener F à vérifier la condition (8).

Mais, même à l'aide de l'extension précédente, la démonstration ne

s'applique pas à une fonction quelconque; car on peut former une

fonction entière croissant plus vite que n'importe quelle fonction /„.

On pourra, par exemple, procéder de la façon suivante :

Ayant pris une suite de nombres ej, So, ..., £/,, ... qui tendent

vers zéro, on appellera m, le plus petit entier tel que la racine m,'*'"'*

du coefficient de :r'" dans/, (.z) soit plus petite que s,, puis m, le plujî

petit entier tel que la racine m^'^"^ du coefficient de ic'"» dans/2(a:)

soit plus petite que to, et ainsi de suite.

En écrivant les termes de/, jusqu'au rang m.y — t
,
puis les ternies

de /a depuis le rang m^ jusqu'au rang m^ — i, puis les termes de/,

depuis le terme de rang m, jusqu'au terme de rang m., — i, . . ., on

obtiendra une fonction entière qui jouira manifestement des proprié-

tés demandées.

DEUXIETVÏE PARTIE.

RECHERCHE DE l'oRDRE DE GRANDEUR DES RACINES ET DU GENRE,

19. Les résultats obtenus dans notre première Partie permettent

de compléter les conclusions de M. Poincaré, dans le cas des fonctions

de genre zéro.

Soit, en effet,

''(-)=(- l)('-|)-('-a-

nue fonction de genre zéro, etç(/o)unc fonction positive et croissante

telle que le module p^ de Xp soit supérieur à 9(/>). Nous supposerons

de plus que ^(p) soit supérieur à />* (où a est un nombre plus grand

que i), et cela de telle manière que le rapport ~~ soit croissant, mais

le rapport -~^^ décroissant.
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Le module de F ne peut dépasser la quantité

ip)i

où R est le module de x.

Pour évaluer F^i prenons les dérivées logarithmiques des deux

membres de l'équation (21); nous trouvons

Soit 'j- la foiiction inverse de 9 et, dans le second membre, isolons

les^o== 'K^) pr^ïiiie^'S termes. Leur somme sera moindre que i

Quant à la somme des termes qui restent, elle 6st inférieure à

Cette dernière quantité s'évalue à l'aide des procédés employés

dans la théorie élémentaire des séries. On la remplace tout d'abord

par la somme

^ -^ >(/>o) ?(^/'o) ?(iVo)
'

où / est un nombre quelconque plus grand que i. D'ailleurs, les hy-

pothèses relatives à la fonction 9 donnent

où (a = OL — s.). La série ('2^) est donc moindre que

Le second facteur — ,_,^—- a pour limite ,^ lorsque / . tend
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vers I , de sorte que la série (23) peut être remplacée par

11 vient donc (
*

)

i4-e />o _ I -f-e "VÇRJ.
«

—

I »(/>«) « — i R

ou

(24) Fo(R)<e«-'-^ «

20. Ainsi le module de F ne peut croître plus vite que le second

membre de l'inégalité précédente.

Si maintenant nous appliquons les conclusions du n® 11, en suppo-

sant, pour fixer les idées, que a soit fini, nous voyons que la racine

m'*™* du coefficient a,„ est moindre que -—

;

r-> ce qui peut encore

s'écrire -^^— ^
> puisque ^(m) croît moins vite que m*^.

(*) Là limite ainsi obtenue est trop élevée. On peut, dans la plupart des

cas, en obtenir une plus approchée en formant un second groupe avec les termes

de la série (22) dont le rang est compris entre «KR) et 2*4'{R)> lesquels sont
1

tous plus petits que -^; puis un troisième groupe allant du rang 2"'
(J^(R) au

1

rang 3^ '!'(R)> les termes étant alors plus petits que ô-tï' Après séparation d'un
O il

certain nombre de ces groupes, on calcule le resle de la série comme il a été ex-

pliqué. On trouve ainsi pour la série (22) ! en laissant de côté le facteur - - ^

J

a .a —

g^ — I J 2 ot I

les limites \- e, - -f- -^ h :;
1- e

2 26 3

Pour a z:: 2, le coefficient de ~r— serait (au terme s près)

au lieu de 2.

Journ. de Math. (4" série), tome I\. — Fasc. II, iSgS. 23
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21, Nous allons maintenant nous occuper de la question inverse et

chercher comment on peut obtenir la loi de distribution des racines

quand on connaît la loi des coefficients.

Cette recherche repose sur les formules que j'ai données dans un

précédent travail (* >, et qui permettent de calculer les zéros succès*

sifs d'une fonction à l'aide des coefficients de son développement. Je

vais tout d'abord résumer succiTiclement la marche suivie pour arriver

à ces formules, en renvoyant pour les détails au Mémoire dont je viens

de parler.

On commence par introduire une définition, celle de lailimile supé-

rieure d'une suite telle que

(20) «0, "o •••» ««J •••>

pour m infini (les u étant des nombres réels).

C'est la plus petite quantité qui ne soit pas dépassée, ou du moins

soit infiniment peu dépassée par les ternies de la suite (25) à indices

infiniment grands; ou encore, cette limite supérieure / est le plus grand

nombre jouissant de cette propriété que dans la suite (25) on puisse

trouver une série indéfinie de termes tendant vers /.

Dans un grand nombre de cas, / est la seule quantité satisfaisant à

cette dernière condition. Alors / est, pour la suite (25), une limite,

au sens ordinaire du mot. Nous exprimerons souvent ce fait en disant

que les termes de la suite (25) tendent régulièrement vers /.

La notion de limite supérieure fournit d'abord une expression du

rayon de convergence d'une série entière quelconque

(a) F(jp) = «0 H- «i^ -<-•••-+- «/«^'" -+-••••

Il suffit, en effet, de former la suite

(') Essai sur l'étude des fondions données par leur développement de

Taylor, i'* et a" Parties (ce Journal, 4* série, l. VIII; 1892).
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Soit / la limite supérieure (supposée linie) de cette suite. Le ra^on

cherché est donné par la formule p =^ t*

22. Proposons-nous maintenant d^exprimer que les points singu-

liers situés sur le cercle de rayon p sont des pôles au nombre de P
(chaque pôle étant compté avec son dej^ré de multiplicité).

S'il en est ainsi, on pourj'a débarrasser la fonction de ces pôles en

la multipliant par un polynôme de degré P

$p = 1 + A(«)ar -4- . . . -+- A*'x-''

et la nouvelle série ainsi obtenue

sera convergente dans un cercle de rayon p' > p, de sorte qu'on pourra

écrire

oij est de module inférieur à i et e un infiniment petit.

Réciproquement, s'il existe des nombres A^", A^^\ . .., A""* jouissant

de la propriété précédente^ la fonction donnée ne pourra posséder sur

le cercle primitif d'autres points singuliers que des pôles, dont les af-

fixes seront racines de l'équation

(2?) i -hA('^ic-^...+ A"^'a;'' = o.

Elle admettra bien tous ces pôles s'il est impossible de trouver an

polynôme de degré moindre que P et remplissant les mêmes condi-

tions.

23. Considérons alors le déterminant symétrique d'ordre /> -f-

1

(a8) !>-,,=

a. a„

t*,r,j.| Clm.^^ ... Cl"/ft-H I •-WH-J

am-tp ^m+p*-t am+tfi
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p étant un entier quelconque. Nous désignerons par Ip la limite supé-

rieure de v/lD,„^^| pour un infini (p restant fixe).

Tout d'abord, quels que soient les points singuliers de notre fonc-

tion surson cercle de convergence, /p ne peut dépasser (-V^
, d'après

ce qui a été supposé sur l'ordre de grandeur de «,„.

Mais, si le polynôme $p existe, nous trouverons pour /p une valeur

nécessairement moindre que la limite précédente. Car on pourra, dans

la dernière colonne du déterminant (28), remplacer les a par les bde

même indice, lesquels sont inférieurs à ( ^-^ ) ' ^^ viendra donc

24. Inversement, supposons que l'inégalité

(29) h<Jv,

soit vérifiée pour/? = P, mais non pour aucune valeur moindre de p.

En particulier, la quantité \/\ D,„ p_i |
a pour limite supérieure p^.

On démontre tout d'abord qu'elle tend régulièrement vers cette

limite; puis on détermine les coefficients AJ^', .w, AJ^* par les équa-

tions

««.+P -+-A«««+P-. +-...H-A<;'a,„ =0,

Si l'on fait augmentera indéfiniment, on constate que AJ,^', A'^\ ...,

A'^' tendent respectivement vers des limites A^'^, A'^', . .
.

, A'"*', lesquelles

vérifient les équations (26) en prenant pour p' la valeur fournie par

l'équation /p = -,—, •

La fonction, considérée sur le cercle de rayon p, admet donc au plus

P pôles, les racines de l'équation (27). Elle les admet d'ailleurs tous,

sans quoi l'inégalité (29) serait vérifiée pour p <^ P.
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Soient jo ^ a?, , a; = j?^? • . ,
^'= Xp^ ... les différents pôles de notre

fonction, rangés par ordre de module Croissant (les pôles de module

égal étant rangés dans un ordre arbitraire); p,, pa? • • •? 9p^ • • • leurs

modules. Les P premiers de ces modules seront tous égaux à p, de

sorte que l'on aura, pour toutes les valeurs dep inférieurs à P, Téqua-

tion

^ ^ PlPX"'Pp ^

25. Considérons maintenant les valeurs de p supérieures à P. Pour

une quelconque de ces valeurs, Ip sera au plus égal à ^ ip-v^i ^ et cela

quels que soient les points singuliers situés sur le cercle de rayon p',

ainsi qu'on le voit en transformant à l'aide des équations (26) les

/> — P + I dernières colonnes du déterminant (28).

Mais si ces points singuliers sont des pôles au nombre de P', une

nouvelle réduction se produira pour jo = P -f- P' ; car il existera un

polynôme de degré P -f- P',

tel que la série Fj = ^F = Sc,„37"* ait un rayon de convergence p" su-

périeur à p'. Comme dans le déterminant D„ p^p, on peut remplacer les

éléments de la dernière colonne par les c de même indice, on voit que

/p^p, ne peut être supérieur à p ,p,"„ -

P P P

Inversement, considérant la suite des valeurs de /? à partir de

/> = P, on en rencontrera d'abord un certain nombre (qui peuvent

d'ailleurs se réduire à une seule, ^ = P) pour lesquelles Ip est égal

Si après cette série de valeurs en survient une, jt; = P -h P', pour

laquelle Ip soit égal à p ,^. „ -, où p" est supérieur à p', cette circon-
P P P

stance dénotera, comme on le démontre à l'aide de raisonnements

analogues aux précédents, la présence de P' pôles sur le cercle de

rayon p'.
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Les modules pp^,, . .
., pp^p. sont donc tous égaux à p', et, par suite,

on aura pour les valeurs d<' p comprises entre P et P -h P' inclusive-

ment
I I

c'est-à-dire l'équalion (3o), d'après ce que nous savons sur les nom-
bres /,., ..., /p^p,.

Ayant ainsi étudié les valeurs de Ip jusqu'à jo =1 P -4- P', on consi-

dérera les valeurs suivantes, et ainsi de suite indéfiniment.

On constate tout d'abord par ce procédé que le rapport -^ ne va

jamais en diminuant. La condition nécessaire et suffisante pour que

notre fonction soit méromorpbe dans tout le plan est que ce rapport

augmente indéfiniment. S'il en est ainsi, les raisonnements précé-

dents, appliqués aux valeurs de p pour lesquelles le rapport -^ pré-

sente une croissance, permettent de calculer les affixes des différents

pôles. Mais nous n'avons besoin, pour ce qui va suivre, que des mo-
dules de ces pôles.

A ce point de vue nos conclusions peuvent se résumer dans l'énoncé

suivant :

L*équation {3o) est générale.

2H. Ayant appris à calculer les pôles d'une fonction F(x) donnée

par un développement taylorien quelconque, nous sommes à même de

résoudre le même problème pour les zéros d'une telle fonction, car

ces zéros ne sont autres que les pôles de la fonction ^— •

Le calcul des coefficients d'une fonction à l'aide des coefficients de

son inverse n'offre aucune difficulté.

Soit, comme précédemment,^ la fonction

(2) F(x)= tto-h aiX -h...-h a,„x'"-^.. .,

dans laquelle seulement a, est supposé différent de zéro. On multipliera
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cette série par îa série

et, en égalant à zéro les coefficients de la série produit, à partir du

second, on déterminera C„, C,, ..., etc. Des valeurs ainsi trouvées

on déduit aisément l'expression du déterminant Dn,.^ formé, comme
nous l'avons expliqué, à l'aide des coefficients delà série /(x). On
trouve ainsi pour ce déterminant la valeur

QÙ Ton a posé

(3i) Ein,p

m4-/»-i

pip+ l) X?

a

a.,

a,

ap+i

Tïtti'

a.

a, a.

a.

a."iH-i-tp "^P+i

et l'équation (3o) devient, en y changeant p enp -h i,

(i2)
PtPi Pp-t-i

= lp= lim sup.
E,m,p

.yin+ip+l
"0

r^q^-rlimsup. \/\E„,p

p,, P2, . .., pp, ... désignant cette fois les modules des zéros de F(x).

Telle est la formule dont nous avions besoin de rappeler la démon-

stration et qui va nous servir de point de départ.

27. Supposons que F(a?) soit une fonction entière et que le coeffi-

cient a,n soit moindre que où 9(m) est une fonction
y (m) f{fn)'

positive indéfiniment croissante de m. Nous admettrons en outre que

le rapport ^^~—r~ est constamment croissant, hypothèse toujours lé-

gitime, d'après ce qui a été expliqué aux n*** 5-5.

Nous aurons un maximum du déterminant E,„^^, défini par la for-
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mule (3i), en y considérant tous les termes comme positifs et rempla-

çant chaque coefficient a^ par la valeur correspondante de -7^^»

autrement dit en imaginant que dans le déterminant
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5i±lii, . . ., .^lili- et par suite de leur produit ^^' On a donc bien

Le plus grand terme est donc celui qui ne renferme pas d'inversion,

c'est-à-dire le terme principal.

Il eu résulte

et

Mais le produit p, pa • . • pp^i est égal à ^ • Le plus grand facteur de ce

produit, à savoir le dernier, est donc au moins égal à 4/ t-j c'est-à-dire,

à un facteur près qui tend vers l'unité pour p infini, au moins égal

à(p(/?-f-i).

Le raisonnement précédent ne s'appliquerait plus si la fonction

s'annulait à l'origine. Mais on ramènerait ce cas au cas général en

divisant par une puissance convenable de x et en raisonnant sur la

fonction ainsi débarrassée de ses racines nulles.

Nous avons également supposé que l'inégalité

(34) \a,n\<
ySm)

était vérifiée, quel que soit m. Mais il suffit manifestement qu'elle ait

lieu pour les grandes valeurs de l'indice ; car on ramènerait les pre-

miers coefficients à vérifier la même inégalité en divisant toute la série

par un certain nombre constant, ce qui ne changerait pas les racines.

La condition que le rapport , soit croissant peut également

n'être vérifiée que pour les grandes valeurs de m ; car on pourra rem-

placer, s'il y a lieu, les valeurs de y (/w) jusqu'à un certain rang par

d'autres qui satisfassent à cette condition.

Journ. de Matk. {(\' série), tome IX. — Kasc. II, i8<^. 2^^
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Nous armons donc à cette conclusion :

Théorème. —Si le coej/îcienl n,n décroît plus tnte que ~-—7^5

la p'''"^ racine a un module supérieur à (i — £) ^(jp), où £ est infini-

ment petit pour j7 infini.

En un nnot, les modules des racines vont en croissantplus vite que

1

tnif

I*ar exemple, les racines de la fonction

considérée au n" 6, croissent au moins aussi vite que q'\ ÏI en est de

même pour les racines de l'équation S(^x) =: A(ar), où ,a est une fonc-

tion rationnelle quelconque.

28. Venons maintenant à notre objet principal et proposons-nous

d'étudier le genre d'une fonction donnée par son développement en

série entière.

Pour cela, nous appliquerons le résultat que nous venons d'obtenir

aux fonctions, étudiées au n" 7, pour lesquelles on a

)?.('«) = ('»')•,

et, par suite,

Comme précédemment, nous introduirons, au lieu du nombre a, son

inverse, que nous désignerons par la lettre \.

Nous savons donc que le module p^ de la jo»*«»« racine croît, lorsque
1

p augmente indéfiniment, plus vite que /?*. Si X n'est pas entier, et

que E -+- 1 soit l'entier immédiatement supérieur, la série V ~^-^ est

convergente. Nous en conclurons plus loin que la fonction est du

genre E.



PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES. 2o3

Lorsque X est un entier, il y a doute. G'esl à celle hypothèse que

se rattache l'exemple dont parle M. Poincaré dans son Mémohe (') et

relatif à la fonction

Il('-«>p-;?}

Il faudrait, dans les cas de celte espèce, étudier directement la con-

versrence de la série V --—r*

p

Quoi qu'il en soit, nous supposons que, le coefficient a^ étant

moindre que
^,

» nous désignerons par E •+- i l'entier immédiate-

ment supérieur (el non égal) à X, de sorte que la série V -^^ soit cer-

tainemenl convergente. Nous pourrons former, d'après la méthode

de M. Weierstrass, la fonction

(') M. Poiucaré démontre, non seulement que o^ est plus petit que j»

mais que le produit a,n{ni\)^ tend vers zéro. On peut même déduire de sa dé-

raoQslralion que la racine m'""^ de ce produit tend vers téro; car a„^{m !)^ se

présente comme m'*™' coefficient d'une série entière.

Inversement, si la série m'«'"° dea,„(m !)^'tend vers zéro, nous savons que p^

est égal au pjoduit de/y*" par une quantité qui augme;nle indéfiniment. Irfi série

y^ - est donc telle que ses termes soient avec ceux de la séx-ie harmonique

dans un rapport infiniment petit pour/» infini. Mais une telle série n'est pais né-

cessairement convergente, et le contraire se produit précisément dansi'exemple

donné par M. Poincaré.
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sont les racines successives et Q^(z) est le po-ou X,, x.^, . .
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Pour chaque valeur de l'entier p^, nous aurons ainsi une valeur

de K; nous obtenons donc bien une suite de cercles dont les rayons

vont en augmentant indétiniment. Je dis que ces cercles satisfont à la

condition indiquée.

50. Pour plus de clarté, je considérerai d'abord le cas où X est plus

petit que i (r«'*galité étant exclue), de façon qu'on a E — o. Les fac-

teurs exponentiels disparaissant, la formule (35) se réduit à

(35'; $(.) =n (' - .^,

et, lorsque le point x décrira le cercle de rayon R, le module de <P(x)

restera supérieur à la quantité

(39) na-On(
Nous évaluerons cette expression en partageant le& facteurs qui la

composent en trois groupes. Le premier H, comprendra tout ce qui

figure sous le premier signe II,

(4o) n,=ne->

Le nombre />« de ces facteurs est, nous le savons, moindre que

P^ — ~. Le plus petit est le dernier, égal à

R
1 = j-l.

(R>._1)X /__«_V

par conséquent supérieur à -~^, puisque X est plus petit que i

.

Si nous envisageons les autres facteurs du produit (39), la formule
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(38) nous montre que l'on a

(40 i---^>,

Nous composerons le produit llg avec tous les facteurs pour lesquels

h — ^ est plus petit que R\ Le nombre de ces facteurs est moindre

que R^4- ^. Le plus petit est le premier, au moins égala i -^

par conséquent supérieur à -~^ (/r restant fini pour R infini).

Les facteurs restants, qui forment le produit llj, peuvent se mettre

sous la forme i — w, où « i= —
^
est plus petit que ~.

Or, sous cette condition, on voit aisément que i — « est supérieur

à e~^". Chacun des facteurs du produit Ilg est donc plus grand que la

valeiir correspondante da e ^ ^- y ou, plus simplement, de e *^

.

D'après ces remarques, on voit que le produit R, est supérieur à

TTx ) > ou (comme 2R^ croît moiiis vite que e^\ si petit que soit e)
a

supérieur a e

Une évaluation semblable s'applique au produit Hj.

Quant au produit H,, il est plus grand que e'^^^ où cr est le reste de

la série^ —j arrêtée au terme qui a pour rang l'entier h^ immédiate-

ment supérieur à R^ 4- ^. Or le reste d'une pareille série est de l'ordre

t-l
de hg ^ou de R^~', de sorte que H, est aussi moindre que <?""^^'.

Nous trouvons donc. bien, ainsi que nous l'avons annoncé,

n.n,n3><?-u*+-'
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31. Pour généraliser cette proposition au cas d'un genre quel-

conque, nous remarquerons que, pour f^<[ r, la quantité (i — m)^^»""

est supérieure à i — w^*'. C'est ce qui résulte des deux développe-

ments

/L(i-m)+Q«(«)

E + / E-f-2 •" i(E-+-i) *'* 3(E4-i)

(43) L(i-^.^-)p,-(-i \ //E-+1
^2|E>») ,^3(E-H)

f/. —

Les termes de la série (4^) sont constamment décroissants en va-

leur absolue. Le premier terme de la série (43) sera donc (en valeur

absolue) supérieur à Fensemble des E h- i premiers termes de la

série (4^); 1<^ deuxième terme de (43) à la somme des E -h i sui*

vants, etc. /

D'après cela, au lieu des facteurs i
^
qui composaient

tout à l'heure les produit ÏI^ et H,, nous aurons à considérer des fac-

teurs de la forme j —
E + t

(-^^)
Pour les valeurs de h inférieures à R^+ 1, nous remplacerons —^

—

par l'unité, et nous trouverons pour le produit H» de ces facteurs la

même évaluation que précédemment.

Quant aux facteurs suivants, nous constaterons comme plus haut

que leur produit est supérieur à e~^'^ '^\ où (t' est le reste de la série

-Y^Tj' arrêtée au terme de rang A,,.

Ce reste étant comparable à g^, , le produit 11, est encore supé-

rieur a e .

Au produit II, correspondra un produit de facteurs polynômes et

de facteurs exponentiels. Les premiers sont en nombre au plus égal
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à W ~ i. Le plus petit est supérieur à —— ^
— i, quantité de la

k
forme —. > où k est firii. Leur produit satisfait donc encore aux conclu-

sions précéderites.

Les facteurs exponentiels sont respectivement plus grands que les

quantités e ^' *
^ ^ ''

, où « = -- est plus j^rand que i , Nous dimi-
Pp

nuerons encore une telle quantité en supprimant les dénominateurs du

polynôrae Q^^. Le plus grand terme de ce polynôme devient alors le

dernier et nous pourrons remplacer tous les autres par celui-là. Nous

trouvons donc un produit plus grand que l'expression

(44) ^ r^ip/..

Dp étant do Tordre de p^, la série — est divergente; mais sa somme,
Pp

lorsqu'on la limite au terme de rang />(,, n'augmente pas plus vite
K

que p .

En prenant />(, = R^ et substituant dans l'expression (44)» on arrive

pour cette dernière au même résultai que pour les précédentes.

52. Notre proposition auxiliaire est donc démontrée. Sur chacun

des cercles de rayon R, l'inégalité

est vérifiée.

Comme on a, d'autre part, ainsi qu'il a été vu au n^ 7,

il vient

Fi
I x><i •' 1^^ ^ft'-*"'

~| = i^--|<<'" •
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Dans ces conditions, nous pouvons appliquer à la fonction c*^*^ les

considérations développées aux n*** 12-15, et nous en concluons que

G(x) est un polynôme de degré E au plus, de sorte que notre fonc-

tion F est bien du genre E.

35. Ainsi, nous avons établi que, lorsque le coefficient a^ est de

l*ordre de -•, où X nest pas entier, la fonction Xa^x^ est du
{ml)''-

genre E, en désignant par E -h i l'entier immédiatement supé-

rieur à >^. La réciproque du théorème de M. Poincaré est donc bien

établie pour X non entier.

Si X est un entier E h- i, il y a doute. Notre fonction peut être du

genre E ou du genre E -t- i

.

A cause de ce cas douteux, les recherches précédentes ne permettent

pas encore de résoudre complètement la question posée par M. Poin-

caré dans son Mémoire, et de décider si le genre se conserve dans la

difîérentiation ou dans une combinaison linéaire. Nous pouvons seule-

ment affirmer que la dérivée d'une fonction de genre E ou la somme
de deux pareilles fonctions est en général de genre E et au plus de

genre E h- i

.

Le cas où les résultats précédents affectent la forme la plus simple

est celui où, X étant plus petit que i , le genre est égal à zéro.

C'est ce qui arrivera, par exemple, pour si Ton considère cotte

quantité comme fonction de x^. Nous complétons ainsi, comme on le

voit, la démonstration de la formule

sin j;inj; / .r*\ / se- \

On sait en effet que, dans les cours de Calcul intégral (
*
), on n'arrive

pas à déduire immédiatement cette formule du théorème de M. Weier-

strass. Une démonstration spéciale est nécessaire pour établir que le

facteur exponentiel disparaît.

^*) Voir, par exemple, ViCAïm, Cours d'Analyse, t. Il, p. i5x.

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. Il, iSgS. ^7



2IO J. HADAMARD.

Ici, cette circonstance apparaît tout d'abord, en supposant seule-

ment connu le développement taylorien de sina?, ou, plus simplement

encore, en partant de sa relation avec la fonction exponentielle.

La fonction ê(x) du n*6 est également du genre zéro, ainsi que ses

combinaisons linéaires avec d'autres fonctions analogues ou des poly-

nômes, etc.

TROISIEME PARTIE.

APPLICATION A LA FONCTION DE RIEMANN.

54. Dans son Mémoire intitulé : Uehcrdie Anzahlder Primzahlen

unler eincr gegebenen Grosse (*), Riemann utilise les propriétés de

la fonction

dont Tétude est elle-même ramenée à celle d'une fonction entière \(pc)

donnée par la formule

(45) $(^)=î-(x"+i)^>(Or*cos(flog/)<^,

où

(46) ^(0 =2^'Kt

L'analyse de Riemann repose sur ce fait que ^(x), considéré comme
fonction de a;', est de genre zéro, fait qui est énoncé dans son Mé-
moire, mais sans démonstration suffisante.

Les recherches précédentes vont nous permettre de déterminer en

toute rigueur le genre de \(x).

(') Riemann, Œuvras complètes (Ed. Weber et Dedekind), p. i36 et smv.
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35. Nous aurons tout d'abord à développer ^en série. L'intégrale

qui figure au second membre de la formule (4^) est de la forme

2(- i)'"G„„a7»'", où l'on a

On aura donc, en considérant ^ comme fonction de a?^,

<• .

(48) l(x)=^a,nx'"^,

OÙ les coefficients a sont donnés, à Texception du premier, par la for-

mule

(49) «,„-(-i)'^(^--C,,„.,).

56. Remarquons tout d'abord que la série W(t) peut être rempla-

cée, à un facteur fini (*) près, par son premier terme e'"^^. On peut

également faire abstraction du facteur t * qui est plus petit que i.

D'ailleurs, si £ est un nombre positif, mais aussi petit qu'on le vou-

dra, l'inégalité

(log/)'«<e"

ou

(50)
^

log/<e"'

est vérifiée à partir de la valeur / = m'"^', du moins pour les grandes

valeurs de m\ car on a bien, pour m suffisamment grand,

(i -h £) log/w < e^*'

(') Ce facteur est même très voisin de i. 11 est inférieur à

I H <; r H
I — e-*" loooo
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et de plus, en prenant les dérivées des deux membres de l'inégalité

(5o), on trouve
et

inégalité dont le premier membre est décroissant tandis que le second

est croissant et qui est vérifiée pour t = m^^^, si m est suffisamment

grand.

Si donc, dans la formule (47)5 nous décomposons l'intégrale qui

multiplie —-—j en deux, l'une prise entre les limites i et m'"^^, l'autre

entre m'^* et -h ao, la seconde sera moindre que » c'est-à-dire

infiniment petite pour m infini.

La première sera manifestement inférieure à

C„(i-+-£)"(logm)'«,

er^' t * dt.

Cm sera donc au plus de l'ordre de
(
—— j

-—^,— » ce €|ui donne

Il faut donc prendre (*)

'^ -^ \i + « elogm/

D'après ce qui précède, cette formule exprime également la loi de

croissance des racines de l'équation ^ (x) = o, considérée comme
équation en x^.

Si l'on considère x comme l'inconnue de l'équation, il faut prendrje

(*) La fonction f (/») ainsi définie satisfait manifestement aux conditions in-

diquées au n° 27.
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la racine carrée de l'expression précédente et l'on trouve

en posant

(52) k=^~-^>

57. Si nous voulions avoir une limite supérieure des modules des

racines successives, il faudrait commencer par trouver une limite infé-

rieure du module de a,,. Or on aura une limite inférieure de C;„ en

prenant l'intégrale entre les limites m'~^ et m*~''(où e et £' <[ £ sont

deux nombres positifs très petits. On trouve ainsi

ce qui peut s'écrire

r ^ (i— 6)'"(log/yi)^

en réunissant tous les facteurs de la forme (i — c)"*.

D'ailleurs le rapport j^-^ tend vers zéro; car dans l'évaluation de

ce rapport on peut, d'après ce que nous avons vu, considérer Tinté-

grale prise seulement jusqu'à la limite t = w**^, et il vient alors

Il en résulte que
|
a„

|
est, à un facteur constant près, supérieur à

Nous pourrons alors appliquer les raisonnements des n°' 19-20 en

prenant o{p) = (r~^ ) » où A' est une constante indéterminée. On a
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ici a ~- 2 -- £, et Ton trouve

\a.
\<Y~';]^~\'

Ka îippliquant la réduction indiquée dans la note i (p. 21), on ob-

tient une limite un peu moins élevée

Si Ton compare celte valeur à celle qui vient d'être trouvée pour a,„,

il vient

A-.- 7,56....

Telle est la quantité que^^~ ne saurait dépasser constamment,

lorsque p grandit indéfiniment.

Les conclusions auxquelles nous arrivons sont donc les suivantes :

Le rapport — .—̂ reste fini et sa limlle supérieure, pour p infini,

I e
est comprise entre —^7.- et j

•

Riemann donne, entre un module p et le nombre p des racines de

module plus petit que p, la relation approchée

t (log -t(") ?-£log£-..

Pour comparer ce résultat à ceux que nous venons d'obtenir, il faut

résoudre cette équation par rapport à p, ce qui se fait aisément par la

méthode des approximations successives. On trouve ainsi comme va-

leur approchée
2Ttp

P ~ log/)'

de sorte que le rapport - r~- devrait tendre vers — • Cette valeur
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est comprise entre les deux limites précédemment indiquées, de sorte

que nous ne sommes pas à même de décider si le coefficient -- de la

formule (53) est exact ou non.

58. xMais, ainsi que nous l'avons dit plus haut, ce point n'est pas

celui sur lequel repose le raisonnement de Riemann. C'estla détermi-

nation du genre de ^(x) qui constitue la question essentielle et les re-

cherches qui précèdent en donnent immédiatement la solution.

Nous avons, en effet, constaté que, en considérant toujours ^{oc)

comme fonction de x'^^ son développement satisfait à la condition (8)
avec a = 2 — £, et, par conséquent, X = ^ -f- £.

Dès lors, les conclusions du n" 33 nous permettent d'affirmer la

proposition suivante :

La fonction ^{x) {considérée comme fonction de x"^ ) est de

genre zéro.

Elle s'exprime par le produit de facteurs primaires et d'une simple

constante, sans aucun facteur exponentiel.

C'est le résultat que nous nous proposions d'établir.
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